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論文要旨

本論文では 2つのサンプリング法を提案する。提案するサンプリング法はマルコフ連鎖を用いたサンプ
リング法で、Coupling From The Past（CFTP）に基づき定常分布に厳密に従うサンプリングを可能
にする。提案するアルゴリズムはラスベガス型（Las Vegas type）の乱択アルゴリズム（randomized
algorithm）で、確率的に終了し厳密な解を返す。本論文で扱う問題は 2行分割表の一様サンプリン
グと離散化 Dirichlet分布に従うサンプリングである。それぞれの問題に対して収束の速い（rapidly
mixing）マルコフ連鎖を提案する。さらに、これらのマルコフ連鎖が単調（monotone）であることを
示し、単調 CFTP（monotone CFTP）アルゴリズムを設計する。
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第1章

序論

本論文では 2つのサンプリング法を提案する。提案するサンプリング法はマルコフ連鎖を用いたサン
プリング法で、Coupling From The Past（CFTP）に基づき定常分布に厳密に従うサンプリング（パー
フェクトサンプリング: Perfect Sampling）を可能にする。提案するアルゴリズムはラスベガス型（Las
Vegas type）の乱択アルゴリズム（randomized algorithm）で、確率的に終了し厳密な解を返す。本
論文で扱う問題は 2行分割表の一様サンプリングと離散化 Dirichlet分布に従うサンプリングである。
それぞれの問題に対して収束の速い（rapidly mixing）マルコフ連鎖を提案する。さらに、これらのマ
ルコフ連鎖が単調（monotone）であることを示し、単調CFTP（monotone CFTP）アルゴリズムを
設計する。

マルコフ連鎖を用いたサンプリングは、マルコフ連鎖モンテカルロ（Markov chain Monte Carlo:
MCMC）法、Gibbsサンプラー、EMアルゴリズム、Metropolis-Hasting（M-H）シミュレーションと
いった形で、統計物理、医療統計、遺伝情報学、数値積分、画像処理、最適化算法、ネットワークシステ
ムなど多岐にわたる分野に現れる。近年の計算機能力の向上により大規模な問題に対する計算が可能と
なり、これらの手法が実用的に用いられる場面が増えてきた。これに伴い、マルコフ連鎖を用いたラン
ダム生成法に関する理論的研究が盛んである。中でもマルコフ連鎖の収束の速さ（mixing time）の算
定について、組合せアルゴリズム理論の研究者を中心に精力的な研究が行われている [21, 24, 38, 48]。
一般にマルコフ連鎖を用いたサンプリングの用いられる対象は、標本空間が組合せ的に複雑で状態

数が大きく、時には個数を知ることさえ困難である。このような対象に対して直接サンプリングは困
難であり、棄却サンプリングは棄却される確率が非常に大きくなってしまい効率的でなくなる。そこ
で目標の分布を極限分布に持ち、収束の速い（rapidly mixing）マルコフ連鎖を設計することで効率的
なサンプリングの実現を目指す。すなわち、目的の分布を極限分布に持つマルコフ連鎖を設計し、十
分な回数の推移を行いランダムサンプルを生成する。したがってマルコフ連鎖の収束について推移の
回数と極限分布からの分布の偏りの大きさの関係が議論される。
推移確率行列が陽に与えられたマルコフ連鎖に対しては、推移確率行列の固有値に注目することで

mixing timeの算定が可能である [45]。近年、Boyd et alは状態空間と推移グラフの与えられたマルコ
フ連鎖に対して SDP（半正定値計画）を解き、第 2固有値の大きさを最小にする方法について議論し
ている [5]。しかし状態空間の大きな対象、あるいはサイズを知ることさえ困難な対象に対して、推移
確率行列を陽に与えられないため、固有値を直接算定する手法は今のところ現実的なものとはなって
いない。
現在、マルコフ連鎖のmixing timeの算定法としてよく用いられている手法はコンダクタンス（Con-

ductance）法と Coupling法である。コンダクタンス法は Sinclair and Jerrumの提案した手法で、マ
ルコフ連鎖の推移グラフ上で確率の流れを考え、コンダクタンス（流れにくさの量）を計算する手法
である [46, 44]。一方、Couplingは古くからマルコフ連鎖の収束を示す道具として用いられていたが
Aldousが 1983年にこの手法を持ちいて mixing timeを算定する手法を提案した [3]。また、Bubley
and DyerはCoupling法を改良したPath Coupling法を提案し、さらに使いやすい物にしている [7, 6]。
一般的にコンダクタンス法とCoupling法を比較すると、コンダクタンス法は多くのマルコフ連鎖に対
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表 1.1. 分割表の一様サンプリングに関連する研究。

1985, Diaconis and Effron [12], 2元分割表の検定法の提案,
1995, Diaconis and Saloff-Coste [13], m∗ × n∗分割表の弱多項式時間近似一様生成法,
1997, Dyer, Kannan and Mount, [18] 2元分割表数え上げ問題の計算複雑度,
1998, Hernek [23], 2 × n分割表の擬多項式時間近似一様生成法,
2000, Dyer and Greenhill [17], 2 × n分割表の弱多項式時間近似一様生成法,
2002, Cryan et al. [11], m∗ × n分割表の弱多項式時間近似一様生成法,
2003, Matsui, Matsui and Ono [33], 2 × · · · × 2 × n分割表の弱多項式時間近似一様生成法,
2003, Kijima and Matsui [28], 2 × n分割表の弱多項式時間厳密一様生成法,

（注: m∗, n∗はそれぞれ定数であることを表す。）

して計算が行いやすい反面算定が緩いことが多いのに対して、Coupling法は算定が困難だが算定でき
たならタイトな算定が行えると言われている [21]。

マルコフ連鎖を用いたサンプリングの多くは近似サンプリングである。しかし、近似サンプリング
では、どんなに推移を繰り返しても定常分布に厳密に従うサンプリングは不可能である。これに対
し、Propp and Wilsonは単純で驚くべきアルゴリズムを考案した [40]。そのアルゴリズムは CFTP
アルゴリズム（あるいは backward coupling）と呼ばれ画期的アルゴリズムとして注目を浴びている
[41, 14, 22, 50]。CFTPアルゴリズムは任意のエルゴード的な有限マルコフ連鎖に対して、マルコフ
連鎖のシミュレーションを工夫することで定常分布に厳密に従うサンプリング（パーフェクトサンプ
リング）を可能とする。
パーフェクトサンプリングを行う利点を以下に 3つ挙げる。1つは定常分布に厳密に従うサンプリ
ングを行うことで、誤差パラメータを考慮する必要が無くなる点である。多くの場合、サンプリング
は近似アルゴリズムの一部として現れる。この時アルゴリズムの精度の議論を行うために、誤差パラ
メータの設定が必要ないことは算定を容易にする。また特に精度の高いサンプリングを要する時、パー
フェクトサンプリングは近似サンプリングよりも速いアルゴリズムとなる。2つ目に自動終了アルゴ
リズムであることが挙げられる。近似サンプリングでは、実際には算定が緩い場合でも理論的な精度
の裏打ちされた結論を得るためには理論に基づいた回数の推移を行う必要がある。しかしCFTPに基
づくパーフェクトサンプリングでは、アルゴリズムが終了すれば厳密解なので、算定よりもオーダー
として早く終わる可能性もある。3つ目に、CFTPにおける coalescence timeとmixing timeの間の
関係が知られており、実行可能なパーフェクトサンプリングが設計できれば、計算機実験を行い、実
験的にマルコフ連鎖の収束スピードの実験的算定手法として価値がある。また、シミュレーションに
おける収束性の指標としても、その可能性が模索されている。
しかし、CFTPアルゴリズムはそのままでは、マルコフ連鎖の全状態数に比例する計算量を必要と

するため、状態数の多い対象に対して効率的ではない。対象とするマルコフ連鎖にある種の「単調性」
（monotone）がある時、効率的な CFTPアルゴリズムの設計が可能となる [40, 41, 14, 22, 50]。これ
を単調CFTPアルゴリズムと呼ぶ。一般に「単調な」マルコフ連鎖の設計は困難で、これまで実際に
単調 CFTPアルゴリズムの設計された例は少ない。
本論文では分割表の一様サンプリングとDirichlet分布に従うサンプリングのそれぞれに対して単調

なマルコフ連鎖を提案し単調 CFTPアルゴリズムを設計する。

分割表は与えられた行和、列和を満たすような非負整数からなる表（行列）で、統計データを扱う
際に用いられる。分割表に対する統計学的興味として、行と列の独立性があげられる。Fischerの提案
した正確検定はその一つの検定法である。Diaconis and Effronは分割表の独立性の検定の議論を行っ
ている [12]。正確検定は分割表を全列挙することで行われるが、分割表の全列挙は困難である。実用
的には、正確検定で現れる p値の計算にマルコフ連鎖モンテカルロ (MCMC)法が用いられる。
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分割表の一様生成としてマルコフ連鎖を用いる手法に関する研究は数多く存在する。Diaconis and
Saloff-Coste [13]は 2元分割表に対する、素朴なマルコフ連鎖の収束性について議論している。彼らは
分割表の行数、列数を固定した時、素朴なマルコフ連鎖が多項式時間で収束することを示した。Dyer,
Kannan and Mount [18]は 2元分割表の個数を数える問題が行数を 2に固定した場合でさえ#P完全
であることを示した。#P完全は数え上げ問題に対する計算量のクラスで、NP困難のクラスに属し、
その中でも比較的難しい問題のクラスとして認識されている [47]。彼らはこの数え上げ問題の近似解
法を設計する中で別のマルコフ連鎖を提案している。周辺和が十分大きい時、彼らの提案したマルコ
フ連鎖は行数および列数の多項式時間で収束する。

2行分割表に対して、Hernek [23]は素朴なマルコフ連鎖のmixing timeが表の合計値と列数の多項
式時間で押さえられることを示した。Hernekはマルコフ連鎖のmixing timeを coupling theoremを用
いて示している。Dyer and Greenhill [17]は 2行分割表に対して、急速に収束（rapidly mixing）する
新しいマルコフ連鎖を提案した。そのマルコフ連鎖は表の合計値の対数と列数の多項式時間で収束す
る。彼らはそれをBubley and Dyer [7]の提案した path couplingの手法を用いて示している。Matsui,
Matsui and Ono[33]はDyer and Greenhillの結果を 2× · · · × 2× J 分割表に拡張した。また、最近の
研究ではCryan, Dyer, Goldberg, Jerrum and Martin [11]は行数（または列数）固定の時、Dyer and
Greenhillのマルコフ連鎖を拡張した 2× 2連鎖が rapidly mixingであることをコンダクタンス法を用
いて示している。現在、一般のm× n分割表に対する rapidly mixingなマルコフ連鎖の存在について
は大きな未解決問題である。
本論文では新しいマルコフ連鎖を提案する。提案するマルコフ連鎖はDyer and Greenhillのマルコフ
連鎖の推移のいくつかを制限したものである。このマルコフ連鎖に対し、状態空間に特別な半順序を導入
し、マルコフ連鎖の単調性を示した。また、提案するマルコフ連鎖のmixing timeはn(n−1)2 ln(nN/ε)
で押さえられる。ただし nは列数、N は表の合計値をあらわす。この証明は Dyer and Greenhillと
同様の path coupling法を用いて行ったが、彼らの方法には無い前処理が必要であった。Propp and
Wilsonは [40]で、もしマルコフ連鎖が多項式時間のmixing timeを持ち単調なら、coalescence tiem
も多項式時間となることを示している。この技法に今回得られた結論を適用することで、2行分割表
に対する多項式時間のパーフェクトサンプリングアルゴリズムを設計した。提案したアルゴリズムの
計算時間の期待値はO(n3 lnN)である。この結果は#P完全な問題に対して、一様生成が数え上げに
比べて易しいことを示唆する重要な結果といえる。

Dirichlet分布は生物情報学の多くの統計的手法における多項分布の事前、事後分布としてしばしば
現れる。生物情報学において、観測データから（共通の）疾患を引き起こす遺伝子を見つけるための強
力な道具として統計的手法は広く用いられている。これらの手法として EMアルゴリズム、マルコフ
連鎖モンテカルロ法、Gibbsサンプラーがあげられる。Dirichlet分布は多項分布におけるパラメータ
の共役事前分布なので、これらの手法の多項分布の事前あるいは事後確率としてしばしば現れる [42]。
たとえば、Niu, Qin, Xu, and Liu は各項目に対するディプロタイプの配置 を確率的に定めるベイジ
アンハプロタイプ推定法を提案している。他の例として、 Pritchard, Stephens, and Donnely の母集
団構造推定アルゴリズムが挙げられる [39]。このアルゴリズムではMCMC法を用いている。これら
の例において、Dirichlet分布は様々な次元で、様々なパラメータをとって現れる。したがって、任意
の次元とパラメータを持つ Dirichlet分布からサンプリングを行える効率的アルゴリズムが望まれる。
Dirichlet分布は同系交配係数とアレル頻度交換の効果の大きさを見積もり [30]、また多形性と疾患の
関係を調べるためのメタ解析を行うを行う際にも用いられる [9]。Burrは [8]で、細分された母集団
中の希少アレルの分布に対する擬似均衡理論の検査に Dirichlet分布を用いている。Kitada, Hayashi
and Kishinoは母集団と有効な母集団の大きさとの間の遺伝的距離の推定にDieichlet分布を用いてい
る [29]。Graham, Curran, and Weirは法医学のためのマイクロサテライト座位に対する条件付遺伝子
型確率の見積もりにDirichlet分布を用いている [20]。
（連続）Dirichlet分布からのサンプリングのひとつの方法としては棄却サンプリングがある（[15]参
照）。しかしパラメータが小さいと、n = 2の場合（ベータ分布）でさえ棄却の確率はすぐに大きくなっ
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てしまいパラメータ値が小さいとき、効率的でない。他の手法として、領域を離散化し、Metropolis-
Hastingsアルゴリズムを用いる手法がある。近年、Matsui, Motoki and Kamataniが離散化Dirichlet
分布に従うサンプリングのためのマルコフ連鎖を提案している [32]。そのマルコフ連鎖のmixing time
は (1/2)n(n − 1)(1 + ln(∆ − n)) log ε で押さえられる。
本論文で提案するマルコフ連鎖はMatsui, Motoki and Kamataniのマルコフ連鎖の推移のいくつか

を制限したもので、各推移では離散化ベータ分布（2次元のDirichlet分布）に従う確率変数の生成を
行う。また、マルコフ連鎖の状態空間に 2行分割表の場合と同様の半順序関係を導入する。しかし、推
移確率が一様でないため、単調性の証明は分割表の場合のように簡単ではなく ‘alternating inequality’
を導入して示した。提案するマルコフ連鎖の各推移の計算量は [32]と同じで、アルゴリズム中で必要
な推移の期待回数はO(n3 ln∆)である。従って、nがO(ln ε)より小さいとき、今回提案する手法は近
似法よりも速く、しかも得られる確率変数ベクトルは定常分布に厳密に従う。

本論文の構成は以下のようになっている。次の章でマルコフ連鎖の収束性に関連する研究のうち、本
論文に直接関係する 2つの手法について述べる。第 3章では 2 × n分割表に対する新しいマルコフ連
鎖を提案し、CFTPアルゴリズムに基づいたサンプリング法を提案する。第 4章では離散化Dirichlet
分布に従う新しいマルコフ連鎖を提案し、CFTPアルゴリズムに基づいたサンプリング法を提案する。
第 5章で本論文をまとめる。
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第2章

マルコフ連鎖の収束性に関連する既存の研究

本章では、マルコフ連鎖の収束性に関連する既往の手法について述べる。第 1節では Bubley and
Dyerの提案したPath Couplingについて述べ、第 2節でPropp and Wilsonの提案したCFTPについ
て述べる。第 3節では近似サンプリングにおけるmixing timeとCFTPにおける coalescence timeの
関係について述べる。

2.1 Path Coupling

本論文では実数全体の集合を Rで表し、また整数（非負整数、正整数）全体の集合をそれぞれ Z
（Z+, Z++）で表す。有限の状態空間Ωと推移確率行列 P をもつマルコフ連鎖Mを考える。マルコフ
連鎖Mが既約（irreducible）であるとは任意の 2つの状態 ∀x,∀y ∈ Ωに対して、∃t > 0, Pr(Xt = y |
X0 = x) > 0であることを言う。また、マルコフ連鎖Mが非周期的（aperiodic）であるとは ∀x ∈ Ω,
gcd{t ∈ Z++ | Pr(Xt = x | X0 = x) > 0} = 1 を言う。ただし gcdは最大公約数を表す。既約で非周
期的な有限マルコフ連鎖をエルゴード的（ergodic）と呼び、唯一の定常分布を持ち、極限分布は定常
分布に一致する。
いま、エルゴード的なマルコフ連鎖Mは定常分布 πを持つとする。マルコフ連鎖Mが reversible

であるとは次の等式が成り立つことを言う。

∀x, y ∈ Ω, π(x)P (x, y) = π(y)P (y, x).

ただし P (x, y)は xから yへの推移確率を表す。このことは定数 c > 0に対して、関数 q(x) = cπ(x)が

∀x, y ∈ Ω, q(x)P (x, y) = q(y)P (y, x).

を満たすことと等価である。上の等式を detailed balance equationという。マルコフ連鎖が detailed
balance equationを満たす時、M-H連鎖とも言う。
同一の有限状態空間Ω上の 2つの確率分布 ν1と ν2が与えられた時、ν1と ν2の間の総分布距離（total

variation distance）は

dTV(ν1, ν2)
def.= max

A⊆Ω

{∑
x∈A

(ν1(x) − ν2(x))

}
≡ 1

2

∑
x∈Ω

|ν1(x) − ν2(x)|

と定義される。状態空間 Ωを持つエルゴード的なマルコフ連鎖Mに対してmixing timeは任意の正
数 ε < 1に対して

τ(ε) def.= max
x∈Ω

{min{t | ∀s ≥ t, dTV(π, P s
x) ≤ ε}}

と定義される。ただし、πはマルコフ連鎖Mの定常分布とし、P s
x は初期状態 x ∈ Ωとして時刻 0から

の時刻 s ≥ 0まで推移させた時のマルコフ連鎖Mの確率分布とする。また特に τ = τ(1/e)をmixing
rateと呼ぶ。
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次のCoupling Lemmaは古くから知られた補題で、エルゴード的なマルコフ連鎖が唯一の定常分布
に収束することを示す際に用いられる [3, 6, 22, 21]。

定理 2.1 (Coupling Lemma) 確率変数X, Y は同一の状態空間 Ωにあり、それぞれ確率分布 µ, ν に
したがう。この時 dTV(µ, ν) ≤ Pr(X 6= Y ) =

∑
x 6=y Pr(X = x, Y = y) が成り立つ。

証明: 部分集合A∗ ⊆ ΩはmaxA⊆Ω

{∑
s∈A(µ(s) − ν(s))

}
を実現するAとする。この時、

dTV(µ, ν) = max
A⊆Ω

{∑
s∈A

(µ(s) − ν(s))

}
=

∑
s∈A∗

(Pr(X = s) − Pr(Y = s))

≤
∑
s∈A∗

Pr(X = s, Y 6= s) ≤
∑
s∈Ω

Pr(X = s, Y 6= s) = Pr(X 6= Y )

より題意を得る。 ¤
次の Path Coupling定理はmixing timeの上限を算定するための効果的な手法のひとつである。下

の定理は Bubley and Dyer（[7]）のオリジナルのものに対して、枝の長さの整数性を仮定していない
点が異なるが、最小距離 dを導入することで同様の証明が行えこの変形は本質的なものではない。

定理 2.2 (Path Coupling [7]) 状態空間 Ωを持つマルコフ連鎖Mはエルゴード的とする。単純無向

グラフG = (Ω, E)は頂点集合Ωと枝集合 E ⊆
(

Ω
2

)
を持ち、連結なグラフとする。いま、枝の長さを

l : E → R++とする。グラフ Gの任意の頂点間 {x, y}に対して xと yの間の距離を d(x, y)あるいは
d(y, x)で表し、xと yのグラフG上の最短パスの長さとする。ただしパスの長さとはパス上の枝の距
離の合計である。いま coupling (X,Y )に対して couplingの推移 (X,Y ) 7→ (X ′, Y ′) が存在して、X

および Y に関する周辺推移確率がMに従い

0 < ∃β < 1, ∀{X,Y } ∈ E , E[d(X ′, Y ′)] ≤ βd(X,Y ).

を満たすとする。この時、マルコフ連鎖Mのmixing time τ(ε)は τ(ε) ≤ (1− β)−1 ln(D/dε) を満た
す。ただし、d

def.= min{d(x, y) | ∀x,∀y ∈ Ω}としD
def.= max{d(x, y) | ∀x,∀y ∈ Ω}とする。

証明: 時刻 t ≥ 0において X = Xt は分布 µt に従い、Y = Y t は定常分布 π に従っているとする。
Coupling Lemmaより、任意の時刻 tに対して、

dTV(µt, π) ≤ Pr(Xt 6= Y t) =
∑
x 6=y

Pr(Xt = x, Y t = y)

≤
∑
x,y

d(x, y)
d

Pr(Xt = x, Y t = y) =
E[d(Xt, Y t)]

d
(2.1)

である。いま、任意の X,Y ∈ Ωに対して、要素列 X = Z1, Z2, . . . , Zp = Y (Zi ∈ Ω) が存在して
d(X,Y ) =

∑p−1
i=1 d(Zi, Zi+1)とする。定理の仮定から

E[d(X ′, Y ′)] ≤ E[
∑p−1

i=1 d(Z ′
i, Z

′
i+1)] ≤

∑p−1
i=1 E[d(Z ′

i, Z
′
i+1)] ≤ βd(Zi, Zi+1) = βd(X,Y )

が得られる。ここで (2.1)式を変形し、t = − lnβ ln(D/dε) ≤ τ(ε) = (1 − β)−1 ln(D/dε) を代入す
ると

E[d(Xt, Y t)]
d

≤ β
d(Xt−1, Y t−1)

d
≤ βt d(X0, Y 0)

d
≤ βt D

d
≤ −eln D

dε
D

d
= ε

が成り立つ。 ¤
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2.2 Coupling From The Past

本節では 1996年に Propp and Wilsonの提案した Coupling From The Past (CFTP)について述べ
る。CFTPのアイデアは以下のとおりである。エルゴード的なマルコフ連鎖を無限回推移させること
で、定常分布に厳密に従うランダムサンプルを得ることができる。いま、仮想的に無限の過去から無
限回推移しているマルコフ連鎖が存在するならば、そのマルコフ連鎖の現在の状態は定常分布に厳密
に従うランダムサンプルである。マルコフの連鎖の現在の状態が、過去のある時点の状態に依らず、現
時点における唯一実現可能な状態であるという証拠が得られたなら、その状態は定常分布に従う確率
標本である。これが CFTP の発想である。
有限の状態空間Ωをもち、推移確率行列P をもつマルコフ連鎖Mは、既約で非周期、すなわちエル

ゴード的とする。Mの推移規則は、一様実数乱数λ ∈ [0, 1)が与えられた時、update functionと呼ばれ
る決定的関数 φ : Ω× [0, 1) → Ω によって記述される。ここで update functionは ∀x, y ∈ Ω, P (x, y) =
Pr(φ(x,Λ) = y) が満たされていなければ成らない。乱数列 λ = (λ[t1], λ[t1 + 1], . . . , λ[t2 − 1]) ∈
[0, 1)t2−t1 が与えられた時の時刻 t1から t2へのMの推移も決定的関数Φt2

t1
(x,λ) : Ω× [0, 1)t2−t1 → Ω

で表現される。ただし、時刻 t1, t2 (t1 < t2) に対して Φt2
t1

(x,λ) def.= φ(φ(· · · (φ(x, λ[t1]), . . . , λ[t2 −
2]), λ[t2 − 1]) と定義する。
これらの準備を用いて、標準的な CFTPアルゴリズムは以下のように記述される。

アルゴリズム 1 (CFTP)

Step 1. シミュレーションの開始時刻を T := −1とする。空列 λを用意する。

Step 2. 乱数 λ[T ], λ[T + 1], . . . , λ[dT/2e − 1]を生成し、数列 λの先頭に挿入する。すなわち、λ :=
(λ[T ], λ[T + 1], . . . , λ[−1])とする。

Step 3. Ωの全ての状態について、乱数列λを用いて時刻T から時刻 0までマルコフ連鎖を推移させる。

(a) もし ∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φ0
T (x,λ) ならば yを返し、停止する。

(b) そうでなければ、シミュレーションの開始時刻を T := 2T としてステップ 2に戻る。

定理 2.3 (CFTP [40, 14])有限マルコフ連鎖Mはエルゴード的で状態空間Ωをもち、update function
φ : Ω × [0, 1) → Ωで定義されているとする。この時、CFTPアルゴリズム（アルゴリズム 1）が確率
1で終了するなら、得られる値はMの定常分布に厳密に従う確率変数の実現値である。

証明: アルゴリズム 1が終了したとする。得られた値を yとし、終了した時の反復のシミュレーショ
ンの初期時刻を T < 0、推移に使う乱数の列を λ = (λ[T ], λ[T + 1], . . . , λ[−1])とする。いま、一様乱
数 λ[s′] (t ≤ ∀s′ < T )を生成し、λ′ = (λ[t], λ[t + 1], . . . , λ[T − 1], λ[T ], λ[T + 1], . . . , λ[−1]) とする。
ここで、λ[s] (T ≤ s < 0)はアルゴリズムで得られた乱数であることに注意する。この時、このマル
コフ連鎖は時刻 tの状態 x ∈ Ωに対して時刻 0の状態 Φ0

t (x,λ′) は P t
x に従うランダムサンプルであ

る。マルコフ連鎖Mはエルゴード的なので、∀ε, ∃t < T , ∀x ∈ Ω, dTV(P t
x, π) ≤ ε が成り立つ。一方、

CFTPアルゴリズムで得られるサンプルは λ[s′] (t ≤ ∀s′ < T )によらず、y = Φ0
T (x,λ) = Φ0

t (x,λ′) と
なる。よって題意を得る。 ¤

命題 2.4 有限の状態空間を持ち、推移確率の与えられた任意のエルゴード的なマルコフ連鎖に対して、
確率 1で収束するような update functionが存在する。 ¥

アルゴリズム 1に対して、coalescence time T∗を T∗
def.= min{t > 0 | −t ≥ T, ∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y =

Φ0
−t(x,λt)} と定義する。ただし λt = (λ[−t], λ[−t + 1], . . . , λ[−1]) はアルゴリズム 1から得られる数
列である。明らかに T∗は確率変数である。また、アルゴリズム 1の中では coalescence timeは陽に求
まらないことに注意が必要である。
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定理 2.3より、無限時間のシミュレーション結果が（確率的に）有限時間のアルゴリズムで得られ
る。しかし、このアルゴリズムではΩの状態数回のシミュレーションを行う必要があり、状態数の多
いΩに対しては実現が困難である。ところがもし、マルコフ連鎖にある意味で単調性が存在するなら
ば、この問題は解決する。いま状態空間Ωの要素全体に対して、半順序ºが存在すると仮定する。も
し、全ての x º y (x, y ∈ Ω)に対して、φ(x, λ) º φ(y, λ) がどんな乱数 λが与えられた時でも成り立
つならば、その推移規則は単調であると言うことにする。また、そのようなマルコフ連鎖に対しても
単調であると言うことにする。この時次の定理が成り立つ。

定理 2.5 (単調 CFTP [40, 14]) update function φで定義されたマルコフ連鎖は半順序集合 (Ω,º)に
関して単調であり、∃xmax,∃xmin ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, xmax º x º xminとする。この時CFTPアルゴリズム
（アルゴリズム 1）は確率 1で終了し、∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φ0

T (x,λ)と Φ0
T (xmax, λ) = Φ0

T (xmin,λ)
は等価である。 ¥

マルコフ連鎖が定理 2.5の条件を満たす時、アルゴリズム 1の Step 4 (a)を

Step 4. (a)′ もし ∃y ∈ Ω, y = Φ0
T (xmax, λ) = Φ0

T (xmin, λ) ならば yを返し、停止する。

で置き換えることができる。このアルゴリズムをmonotne CFTPアルゴリズムと呼ぶ。

2.3 Coalescence TimeとMixing Time

CFTPアルゴリズムにおける coalescence timeと近似サンプリングにおいてマルコフ連鎖の収束の
速さの指標となるmixing timeとの間には関係があることが知られている [40, 14]。
まず、以下の議論を容易にするために、CTTF（Coupling To The Future）を定義する。これはCFTP

がシミュレーションの初期時刻を過去に遡って行ったのに対して、終了時刻を未来に進めていくシミュレー
ションである。すなわちCTTFとはΩの全ての状態について、共通の乱数列λ = (λ[0], λ[1], . . . , λ[T−1])
を用いて時刻 0から時刻 T までマルコフ連鎖を推移させることを言う。CTTFの colaesceを ∃y ∈ Ω,
∀x ∈ Ω, y = ΦT

0 (x,λ) と定義し、coalescence timeT ∗は T ∗ def.= min{t > 0 | Φt
0(x,λ)}と定義する。

この時、次の命題が成り立つ [40]。

命題 2.6 CFTPアルゴリズムの coalescence time T∗と CTTFの coalescence time T ∗は確率変数で
ある。確率変数 T ∗と T∗に対して次のことが成り立つ。

∀t > 0, Pr(T∗ > t) = Pr(T ∗ > t).

証明: 数列 λ ∈ [0, 1)tに対して ∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φ0
−t(x,λ) が成り立つ時、同一の λに対して

∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φt
0(x,λ) も成り立つ。確率変数列Λ ∈ [0, 1)tは一様実数乱数の列とすると、

Pr(T∗ > t) = 1 − Pr(T∗ ≤ t) = 1 − Pr(Λ ∈ {λ ∈ [0, 1)t | ∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φ0
−t(x,λ)})

= 1 − Pr(Λ ∈ {λ ∈ [0, 1)t | ∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φt
0(x,λ)}) = 1 − Pr(T ∗ ≤ t) = Pr(T ∗ > t)

となり、題意が示される。 ¤

系 2.7 確率変数 T ∗と T∗に対して E[T∗] = E[T ∗] が成り立つ。 ¥

次に、単調なマルコフ連鎖について、mixing timeから coalescence timeの期待値が算定できること
を示す [40]。

定理 2.8 いま、状態空間Ωをもち、update function φで定義されるマルコフ連鎖Mは単調とし、定
常分布を π、mixing rateを τ とする。マルコフ連鎖の半順序つき状態空間 (Ω,º)中の最大元と最小元
をそれぞれ xmaxおよび xminで表す。ここで半順序つき状態空間中に「高さ」hを定義する。状態 xの
高さをh(x)であらわし、任意のx Â yに対してh(x) > h(y)とする。また、h(xmin) = 0、h(xmax) = D

とし、d
def.= min{|h(x) − h(y)| | ∀(x, y) ∈ Ω2, h(x) 6= h(y)} とする。この時、CFTPの coalescence

time T∗は E(T∗) ≤ 2τ(1 + ln(2D/d)) を満たす。
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証明: いま、初期状態 xmin から k 回マルコフ連鎖を推移させた状態を Xk
0 であらわし、初期状態

xmaxから k回マルコフ連鎖を推移させた状態をXk
1 であらわす。ここで、マルコフ連鎖の単調性より

Xk
1 º Xk

0 が成り立つ。この時、

Pr(T ∗ > k) = Pr(Xk
0 6= Xk

1 )

≤
∑

(x,y)∈Ω2

Pr(Xk
0 = x,Xk

1 = y)
h(y) − h(x)

d

=
1
d

∑
x∈Ω

∑
y∈Ω

[
Pr(Xk

0 = x,Xk
1 = y)h(y) − Pr(Xk

0 = x,Xk
1 = y)h(x)

]

=
1
d

∑
x∈Ω

∑
y∈Ω

Pr(Xk
0 = x,Xk

1 = y)h(y) −
∑
x∈Ω

∑
y∈Ω

Pr(Xk
0 = x,Xk

1 = y)h(x)


=

1
d

∑
y∈Ω

Pr(Xk
1 = y)h(y) −

∑
x∈Ω

Pr(Xk
0 = x)h(x)


=

1
d

(∑
x∈Ω

P k
xmax

(x)(x)h(x) −
∑
x∈Ω

P k
xmin

(x)h(x)

)

=
1
d

(∑
x∈Ω

(P k
xmax

(x) − π(x))h(x) −
∑
x∈Ω

(P k
xmin

(x) − π(x))h(x)

)

≤ 1
d

(
max
A⊆Ω

{∑
x∈A

(P k
xmax

(x) − π(x))h(x)

}
+ max

A⊆Ω

{∑
x∈A

(π(x) − P k
xmin

(x))h(x)

})

≤ D

d

(
max
A⊆Ω

{∑
x∈A

(P k
xmax

(x) − π(x))

}
+ max

A⊆Ω

{∑
x∈A

(π(x) − P k
xmin

(x))

})

≤ 2D

d
max
x∈Ω

{
dTV(π, P k

x )
}

が成り立つ。ここで ε = Pr(T ∗ > k)とすると、劣乗法性1 （submultiplicativity [40]）より、Pr(T ∗ >

αk) ≤ εαを得る。ゆえに

E(T ∗) =
∑+∞

0 tPr(T ∗ = t)

≤ k +
∑+∞

k (t − k)Pr(T ∗ = t)

≤ k + kPr(T ∗ > t) +
∑+∞

2k (t − 2k)Pr(T ∗ = t)

≤ k + kPr(T ∗ > t) + kPr(T ∗ > 2t) +
∑+∞

3k (t − 3k)Pr(T ∗ = t)

≤ k + kε + kε2 + · · ·

=
k

Pr(T ∗ ≤ k)

を得る。マルコフ連鎖Mのmixing rateを τ とし、k = τ(1 + ln 2D
d )とすると

Pr(T ∗ > k) ≤ 2D

d
max

x

{
dTV(π, P k

x )
}
≤ 2D

d

1
2D
d e

≤ 1
e

を得る。したがって

E(T∗) = E(T ∗) ≤ k

Pr(T ∗ ≤ k)
≤ k

1 − 1
e

< 2k = 2τ
(

1 + ln
2D

d

)
1Pr(T ∗ > K1 + K2) ≤ Pr(T ∗ > K1)Pr(T ∗ > K2)
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を得る。 ¤
最後にマルコフ連鎖の coalescence timeの期待値からmixing timeを算定する定理を述べる。この

定理について述べている文献はこれまでに無いが、Propp and Wilsonの結果から導くことができる。

定理 2.9 有限の状態空間Ωをもち、推移確率P をもつ単調なマルコフ連鎖Mの定常分布を πであら
わす。マルコフ連鎖Mの coalescence timeの期待値 E[T∗]が与えられた時、マルコフ連鎖の mixing
timeは 0 < ∀ε < 1, τ(ε) ≤ E[T∗]ε−1で抑えられる。

証明: いま 2つの確率変数Xkと Y kは、それぞれ初期状態 xから k回マルコフ連鎖を推移させた状
態とする。定理 2.1（Coupling Lemma）から、マルコフ連鎖が単調であることに注意して、∀k ∈ Z+,

dTV(P k
x , π) ≤ Pr[Xk 6= Y k] ≤ Pr[Xk

0 6= Xk
1 ] = Pr[T ∗ > k] = Pr[T∗ > k]

である。ただし、Xk
0 およびXk

1 は、それぞれ初期状態 xminおよび xmaxから CTTFを行ったときの
時刻 kにおける状態である。T∗の非負性から、

kPr[T∗ > k] = k

∞∑
t=k+1

Pr[T∗ = t] ≤
∞∑

t=1

tPr[T∗ = t] = E[T∗]

が成り立つので、

dTV(P k
x , π) ≤ Pr[T∗ > k] ≤ E[T∗]

k

である。今、τ(ε) def.= E[T∗]ε−1とすると、

dTV(P τ(ε)
x , π) ≤ E[T∗]

E[T∗]ε−1
= ε

となり題意を得る。 ¤
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第3章

2行分割表のパーフェクトサンプリング法

本章では与えられた周辺和を満たす 2行分割表を一様分布に厳密に従うサンプリングについて述べる。

3.1 サンプリングアルゴリズム

２つのベクトル r = (r1, r2) ∈ Z2
++と、s = (s1, . . . , sn) ∈ Zn

++は
∑2

i=1 ri =
∑n

j=1 sj = N ∈ Z++

を満たすとする。行和および列和ベクトル (r, s)を持つ 2 × n分割表の集合 Ξを

Ξ def.=

{
X ∈ Z2×n

+

∣∣∣∣∣
∑n

j=1 X[i, j] = ri (1 ≤ ∀i ≤ 2),∑2
i=1 X[i, j] = sj (1 ≤ ∀j ≤ n)

}

と定義する。ただし、X[i, j]は i行 j列の値を表す。
以下で、rと sに対する Ξを状態空間として持つ新しいマルコフ連鎖MCを提案する。任意の行の

添え字 j ∈ {1, . . . , n − 1}に対して、

aX(j) def.= X[1, j] + X[1, j + 1], (3.1)

bX(j) def.= X[2, j] + X[2, j + 1], (3.2)

θX(j) def.= min{aX(j), bX(j), sj , sj+1} + 1. (3.3)

を定義する。マルコフ連鎖MCの推移は次の update function φ : Ξ × [1, n) → Ξ によって定義され
る。ある時刻の状態X ∈ Ξに対して、次の時刻の状態X ′ = φ(X,λ) ∈ Ξ は実数乱数 λ ∈ [1, n)によっ
て次のように決まる。

X ′[1, j] =


min{aX(j), sj} − b(λ − bλc) θX(j)c (j = bλc),
aX(j) − X ′[1, bλc] = aX(j) − min{aX(j), sj} + b(λ − bλc) θX(j)c (j = bλc + 1),
X[1, j] (otherwise),

X ′[2, j] = sj − X ′[1, j].

このマルコフ連鎖MCはDyer and Greenhillの提案したマルコフ連鎖 ([17]) を改造したものである。
明らかにMCは有限で既約で非周期的なのでエルゴード的である。このマルコフ連鎖は一様分布を唯
一の定常分布としてもつ。
さて、2つの特別な分割表XU, XL ∈ Ξを

XU
def.=

(
X[i, j] ∈ Z+

∣∣∣ ∃k ∈ {1, . . . , n}, r1 =
∑k

j=1 X[1, j] ≤
∑k

j=1 sj , X[2, j] = 0 (j < k)
)

,

XL
def.=

(
X[i, j] ∈ Z+

∣∣∣ ∃l ∈ {1, . . . , n}, r1 =
∑n

j=l X[1, j] ≤
∑n

j=l sj , X[2, j] = 0 (j > l)
)

.

と定義する。ここでXU, XLはそれぞれ北西隅の規則および北東隅の規則で得られる表であることを
付記する。
次のアルゴリズムが本論文で提案するサンプリング法である。
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5 4 3 0 0 0 12
0 0 0 7 5 6 18

5 4 3 7 5 6 30

XU

0 0 0 1 5 6 12
5 4 3 6 0 0 18

5 4 3 7 5 6 30

XL

図 3.1. 行和 (12, 18)と列和 (5, 4, 3, 7, 5, 6)の与えられた分割表集合に対するXUとXL。

アルゴリズム 2

Step 1. 時間に関する初期値を T := −1とし、過去に遡る。空列 λを用意する。

Step 2. 一様実数乱数λ[T ], λ[T +1], . . . , λ[dT/2e−1] ∈ [1, n)を生成し、λ := (λ[T ], λ[T+1], . . . , λ[−1])
とする。

Step 3. 時刻 T における 2本のマルコフ連鎖の状態をそれぞれXUとXLし、共通の数列 λを用いて
update function φに従い、マルコフ連鎖を時刻 T から時刻 0に至るまで推移させる。

Step 4. [ Coalescence check ]

(a) もし ∃Y ∈ Ξ, Y = Φ0
T (XU, λ) = Φ0

T (XL,λ), ならば値 Y を返し、停止する。

(b) もしそうでなければ、時刻を T := 2T として Step 2に戻る。

定理 3.1 アルゴリズム 2は確率 1で停止して、分割表を 1つ出力する。その分割表は Ξ上の一様分布
に従う確率変数の実現値である。

定理 3.1はアルゴリズム 2がパーフェクトサンプリング法であることを保証する。次の小節では、提
案したマルコフ連鎖の単調性を示すことで、定理 3.1を示す。

3.2 マルコフ連鎖の単調性

2.1節で 2つの定理を紹介した。したがって、 定理 3.1を示すにはアルゴリズム 2が単調 CFTPで
あることを示せばよい。そのために、この小節ではΞ上に半順序を導入し、XUとXLが唯一の最大元
および最小元の対であることと、マルコフ連鎖MCが単調であることを示す。
任意のX ∈ Ξに対して、累積和ベクトル（cumulative sum vector）fX ∈ Zn+1

+ を

fX(i) def.=

{
0 (i = 0),
X[1, 1] + · · · + X[1, i] (i ∈ {1, . . . , n}),

と定義する。ただし、fX
def.= (fX(0), fX(1), . . . , fX(n))である。この定義から明らかに、Ξと {fX | X ∈

Ξ}の間には全単射が存在する。任意の対X,Y ∈ Ξに対して、X º Y の必要十分条件を fX − fY ≥ 0
とする。2項関係 “º”が Ξ上の半順序であることは明らかである。
まず、この半順序集合における最大元と最小元について考える。

補題 3.2 与えられた半順序集合 (Ξ,º)において、任意の X ∈ Ξに対して、XU º X º XL が成り
立つ。
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証明: 明らかに、∀X ∈ Ξ, ∀i ∈ {0, 1, . . . , n}, 0 ≤ fX(i) ≤ r1 が成り立つ。まず、任意のX ∈ Ξに対
して fXU

(i) ≥ fX(i)を iに関する帰納法で示す。i = 0に対して fXU
(0) = fX(0) = 0が成り立つ。いま

fXU
(i−1) ≥ fX(i−1)と仮定する。この時、fXU

(i) = fXU
(i−1)+XU[1, i] = min{fXU

(i−1)+si, r1} ≥
min{fX(i − 1) + si, r1} ≥ fX(i) が成り立つ。したがって任意のX ∈ Ξに対してXU º X を得る。
次に、任意のX ∈ Ξに対して fX(i) ≥ fXL

(i)を iに関する帰納法で示す。i = nに対して fX(n) =
fXL

(n) = r1が成り立つ。いま fX(i) ≥ fXL
(i)と仮定する。この時、fXL

(i− 1) = fXL
(i)−XL[1, i] =

max{fXL
(i) − si, 0} ≤ max{fX(i) − si, 0} ≤ fX(i − 1) が成り立つ。したがって任意のX ∈ Ξに対し

てX º XLを得る。 ¤
いまX,Y ∈ Ξに対して、ある kが存在して

fX(i) − fY (i) =

{
1 (i = k),
0 (otherwise).

が成り立つとき、X が（kで）Y を被覆（cover）すると言い、X ·Â Y（またはX ·Âk Y）であらわ
す。すなわちX ·Âk Y の必要十分条件は

X[1, i] − Y [1, i] =


+1 (i = k),
−1 (i = k + 1),
0 (otherwise).

である。

補題 3.3 相異なる 2つの状態X,Y ∈ Ξに対してX º Y が成り立つとき、∃Z ∈ Ξ, X ·Â Z º Y が
成り立つ。

証明: 次の 2つの場合を考える必要がある。

1. まず、∃k′ ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, fX(k′) > fY (k′) かつX[1, k′ + 1] < sk′+1の場合を考える。
添え字 kは上の条件を満たす最小のものとする。この時 fX(0) = fY (0) = 0より明らかに k ≥ 1
である。ここで X[1, k] > 0 を示す。もし fX(k − 1) > fY (k − 1) ならば、k の最小性から
X[1, k] = sk > 0である。fX(k − 1) ≤ fY (k − 1)の時、X º Y から fX(k − 1) = fY (k − 1) で
あり、X[1, k] = fX(k)− fX(k − 1) > fY (k)− fY (k − 1) = Y [1, k] ≥ 0である。したがって分割
表 Z を

Z[1, l] =


X[1, k] − 1 (l = k),
X[1, k + 1] + 1 (l = k + 1),
X[1, l] (otherwise),

Z[2, l] = sl − Z[1, l] (l = 1, . . . , n),

のように定めると Z は Z ∈ ΞかつX ·Â Z º Y である。

2. 次に、∀k′ ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, fX(k′) > fY (k′) ⇒ X[1, k′ + 1] = sk′+1 の場合を考える。
以下では∀k ∈ {0, . . . , n−1}, X[1, k+1] ≥ Y [1, k+1]を示す。もし fX(k) > fY (k)ならば、場合 2
の仮定よりX[1, k+1] = sk+1 ≥ Y [1, k+1]である。このときfX(k) ≤ fY (k)ならば、X º Y より、
fX(k) = fY (k)かつ fX(k+1) ≥ fY (k+1)である。したがってX[1, k+1] = fX(k+1)−fX(k) ≥
fY (k + 1)− fY (k) = Y [1, k + 1] である。いまX[1, 1] + · · ·+ X[1, n] = Y [1, 1] + · · ·+ Y [1, n]よ
り、∀k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, X[1, k + 1] ≥ Y [1, k + 1]からX = Y となり矛盾である。 ¤

次の補題はマルコフ連鎖の単調性を示す上で鍵となるものである。

補題 3.4 もし 2つの相異なる状態X,Y ∈ ΞがX ·Âk Y ならば、∀λ ∈ [1, n), φ(X,λ) º φ(Y, λ) が成
り立つ。
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証明: 簡単のため X ′ = φ(X,λ) および Y ′ = φ(Y, λ) で表す。任意の添え字 i 6= bλc に対しては
fX′(i) = fX(i)および fY ′(i) = fY (i)が明らかに成り立つので定理の仮定X º Y より fX′(i)−fY ′(i) =
fX(i) − fY (i) ≥ 0 が成り立つ。そこで i = bλcの場合を考えると、

fX′(bλc) − fY ′(bλc) = (fX′(bλc − 1) + X ′[1, bλc]) − (fY ′(bλc − 1) + Y ′[1, bλc])
= {fX(bλc − 1) − fY (bλc − 1)} + (X ′[1, bλc] − Y ′[1, bλc])
= {fX(bλc − 1) − fY (bλc − 1)}

+min{aX , sbλc} − b(λ − bλc) θXc − min{aY , sbλc} + b(λ − bλc) θY c.

=

{
∆η + ∆θ (bλc 6= k + 1),
1 + ∆η + ∆θ (bλc = k + 1),

である。ここで aX
def.= aX(bλc), aY

def.= aY (bλc), θX
def.= θX(bλc), θY

def.= θY (bλc) であり（(3.1), (3.3)
参照）、∆η

def.= min{aX , sbλc} − min{aY , sbλc}, ∆θ
def.= −b(λ − bλc) θXc + b(λ − bλc) θY c とする。

1. bλc = k − 1 の場合を考える。このとき aX = aY + 1 かつ bX = bY − 1 である。ただし、
bX

def.= bX(bλc), bY
def.= bY (bλc) である（(3.2)参照）。

(a) もし aY ≥ sbλc ならば ∆η = 0かつ θX ≤ θY が成り立つ。したがって ∆θ ≥ 0となり、
fX′(bλc) − fY ′(bλc) ≥ 0 が成り立つ。

(b) もし aY < sbλcならば∆η = 1 and θX ≤ θY + 1が成り立つ。したがって∆θ ≥ −1となり、
fX′(bλc) − fY ′(bλc) ≥ 0 が成り立つ。

2. bλc = k + 1の場合を考える。このとき aX = aY − 1かつ bX = bY + 1である。

(a) もし aX ≥ sbλcならば 1 + ∆η ≥ 1かつ θX ≤ θY + 1が成り立つ。したがって∆θ ≥ −1と
なり、fX′(bλc) − fY ′(bλc) ≥ 0 が成り立つ。

(b) もし aX < sbλcならば 1 + ∆η ≥ 0が成り立つ。いま aX + bX = aY + bY = sbλc + sbλc+1

かつ θX ≤ θY に注意すると、∆θ ≥ 0であり、fX′(bλc) − fY ′(bλc) ≥ 0 が成り立つ。

3. それ以外の場合、すなわち bλc 6= k + 1かつ bλc 6= k − 1の時、aX = aY , ∆η = 0, ∆θ = 0 とな
り、fX′(bλc) − fY ′(bλc) = 0 が成り立つ。

以上より fX′ ≥ fY ′ が成り立ち、したがって φ(X,λ) º φ(Y, λ) を得る。 ¤

補題 3.5 マルコフ連鎖MCは単調である。すなわち ∀λ ∈ [1, n), ∀X, ∀Y ∈ Ξ, X º Y ⇒ φ(X,λ) º
φ(Y, λ) が成り立つ。

証明: 相異なる 2つの状態X,Y ∈ ΞがX º Y を満たす時、補題 3.3を繰り返し適用することで、分割
表の列X = Z0, Z1, . . . , ZR = Y が存在してZi ∈ Ξ (0 ≤ i ≤ R)かつZ0 ·Â Z1 ·Â · · · ·Â ZRとなること
が示される。したがって、補題 3.4より任意のλ ∈ [1, n)に対してφ(Z0, λ) º φ(Z1, λ) º · · · º φ(ZR, λ)
が成り立つ。よって ∀λ ∈ [1, n), φ(X,λ) º φ(Y, λ)を得る。 ¤

最後に、提案したアルゴリズムがパーフェクトサンプリング法であることを示す。

定理 3.1の証明: 補題 3.5よりマルコフ連鎖MCは単調であり、補題 3.2よりXUとXLはそれぞれ
唯一の最大および最小元である。したがってアルゴリズム 2は単調 CFTPであり、定理 2.3および定
理 2.5から定理 3.1を得る。 ¤
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3.3 アルゴリズムの計算時間

以下、アルゴリズムの計算時間について議論する。この節では次の条件を仮定する。この条件は計
算時間の多項式性を保障する上で本質的である。

条件 3.1 列和ベクトル sは s1 ≥ s2 ≥ · · · ≥ snを満たす。

次の定理は本論文の主要な結果のひとつである。

定理 3.6 条件 3.1の下、アルゴリズム 2の計算時間の期待値はO(n3 lnN)である。ただし、nは列数
であり、N は Ξに属する各分割表の総計値とする。

以下では、coalescence time T∗ ∈ Z++ を算定することで定理 3.6を示す。ただし、coalescence time
は T∗

def.= min{t > 0 | ∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φ0
−t(x,Λ)} と定義される確率変数である。

2.3節で述べたように coalescence timeとmixing timeの間には関係があることが知られている。ま
ず、提案したマルコフ連鎖MCのmixing rateを path coupling定理を用いて算定する。この補題にお
いて条件 3.1は重要である。

補題 3.7 条件 3.1の下で提案したマルコフ連鎖MCのmixing rate τ は τ ≤ n(n − 1)2(1 + ln(nN))
を満たす。

証明: 単純無向グラフG = (Ξ, E)は頂点集合Ξと次に定義する枝集合 Eをもつ。任意の頂点対 {X,Y }
が E に属する必要十分条件は (1/2)

∑n
j=1 |X[1, j] − Y [1, j]| = 1 とする。明らかにグラフGは連結で

ある。各枝 e = {X,Y } ∈ E に対して、唯一の添え字対 j1, j2 ∈ {1, . . . , n}が存在して

|X[1, j] − Y [1, j]| =

{
1 (j = j1, j2),
0 (otherwise).

を満たす。この添え字の対を枝 eの支持対（supporting pair）と呼ぶ。枝 eの支持対 {j1, j2}に対して
j∗ = max{j1, j2} ≥ 2として、枝 eの長さ l(e)を l(e) def.= (1/(n − 1))

∑j∗−1
i=1 (n − i) で定義する。ここ

で 1 ≤ mine∈E l(e) ≤ maxe∈E l(e) ≤ n/2 に注意が必要である。任意の 2つの分割表の対X,Y ∈ Ξに
対して、距離 d(X,Y )はグラフG上でのX と Y の最短経路と定義する。明らかにGの直径、すなわ
ちmax{d(X,Y )}は nN で押さえられる。また枝の長さの定義から、任意の枝 {X,Y } ∈ E に対して
d(X,Y ) = l({X,Y })が成り立つ。
次に couplingの推移 (X,Y ) 7→ (X ′, Y ′)を (X,Y ) 7→ (φ(X, Λ), φ(Y, Λ)) と定義する。ただし、Λ ∈

[1, n)は一様実数乱数で、φは 3.1節で定義した update functionである。ここで任意の対 {X,Y } ∈ E
に対して、

E[d(X ′, Y ′)] ≤ βd(X,Y ), β = 1 − 1/(n(n − 1)2), (3.4)

を示そう。以下では {X,Y }の支持対を {j1, j2}で表す。また、一般性を失うことなく j1 < j2 かつ
X[1, j2] = Y [1, j2] − 1を仮定する。以下の証明に現れる aX , aY , bX , bY , θX , θY の定義は、補題 3.4の
証明で使ったものと同じである。

1. bΛc = j2 − 1の場合について、E[d(X ′, Y ′) | bΛc = j2 − 1] ≤ d(X,Y )− (1/2)(n− j2 +1)/(n− 1)
を示す。

(a) j1 = j2 − 1の時、条件 3.1よりX ′ = Y ′である。ゆえに d(X ′, Y ′) = 0。

(b) j1 6= j2 − 1かつ θX = θY の時。条件 3.1より sj2−1 ≥ sj2 である。いま、θX = θY かつ
aY > aXかつ bY < bX なので θX = θY = min{sj2−1, sj2} = sj2となる。したがって sj2−1 ≥
aY > aX ≥ sj2となり関数 φの定義よりX ′[1, j2 −1] = aX − (Λ−bΛc)θX と Y ′[1, j2 −1] =
aY −(Λ−bΛc)θY を得る。この時aX = aY −1からX ′[1, j2−1] = Y ′[1, j2−1]−1である。ま
た、X ′[1, j2] = aX −X ′[1, j2−1]かつ Y ′[1, j2] = aY −Y ′[1, j2−1]よりX ′[1, j2] = Y ′[1, j2]
である。ゆえにこの条件のもと確率 1で d(X ′, Y ′) = d(X,Y )− (n− j2 +1)/(n−1)である。
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(c) j1 6= j2 − 1かつ θX 6= θY の時。明らかに、|θX − θY | = 1である。まず、θX = θY − 1
の場合を考える。この時、2つの場合を考えれば良い。b(Λ − bΛc)θXc = b(Λ − bΛc)θY c
と b(Λ − bΛc)θXc = b(Λ − bΛc)θY c − 1 の 2つの場合を考えれば十分である。前者の場
合、X ′[1, j2 − 1] = Y ′[1, j2 − 1]かつX ′[1, j2] = Y ′[1, j2] − 1なので、d(X ′, Y ′) = d(X,Y )
である。後者の場合、X ′[1, j2 − 1] = Y ′[1, j2 − 1] − 1かつ X ′[1, j2] = Y ′[1, j2]なので、
d(X ′, Y ′) = d(X,Y ) − (n − j2 + 1)/(n − 1)である。2つの場合は確率 1/2で現れるので、
E[d(X ′, Y ′) | bΛc = j2 − 1, j1 6= j2 − 1, θX = θY − 1] = d(X,Y )− (1/2)(n− j2 +1)/(n− 1)
である。残った θX = θY + 1の場合についても同様の証明が行える。

2. bΛc = j2の場合について、E[d(X ′, Y ′) | bΛc = j2] ≤ d(X,Y ) + (1/2)(n − j2)/(n − 1)を示す。

(a) θX = θY の時、1-(b)の場合と同様にX ′[1, j2] = Y ′[1, j2]−1 and X ′[1, j2+1] = Y ′[1, j2+1]
を得る。ゆえにこの条件の下確率 1で d(X ′, Y ′) = d(X,Y ) である。

(b) θX 6= θY の時、1-(c)の場合と同様に条件付確率 1/2で d(X ′, Y ′) = d(X,Y )と条件付確
率 1/2で d(X ′, Y ′) = d(X,Y ) + (n − j2)/(n − 1) を示すことができる。ゆえにこの場合
E[d(X ′, Y ′) | bΛc = j2, θX 6= θY ] = d(X,Y ) + (1/2)(n − j2)/(n − 1) となる。

3. bΛc 6= j2 − 1かつ bΛc 6= j2の場合。この時、{X ′, Y ′}もまたGの枝となる。いま、{j′1, j′2}を
{X ′, Y ′}の支持対とすると、明らかに j2 = max{j′1, j′2}である。したがって d(X ′, Y ′) = d(X,Y )
を得る。

それぞれの場合の生起する確率は Case 1が 1/(n − 1)、Case 2が 1/(n − 1)以下、Case 3が残りであ
る。以上のことから、

E[d(X ′, Y ′)] ≤ d(X,Y ) − 1
n − 1

1
2

n − j2 + 1
n − 1

+
1

n − 1
1
2

n − j2

n − 1
= d(X,Y ) − 1

2(n − 1)2

≤
(

1 − 1
2(n − 1)2

1
max{X,Y }∈E{d(X,Y )}

)
d(X,Y ) =

(
1 − 1

n(n − 1)2

)
d(X,Y ).

を得る。グラフGの直径が nN で押さえられることから、定理 2.2より、mixing rate τ は

τ ≤ n(n − 1)2(1 + ln(nN))

を満たす。 ¤
次に、coalescence timeを算定する。2.3節の結論をそのまま用いて coalescence timeを算定するこ

ともできるが、より良い上界を与えるために 2.3節の証明と同様の技法を用いて直接算定する。

補題 3.8 条件 3.1の下で、マルコフ連鎖MCの coalescence time T∗はE[T∗] = O(n3 lnN)を満たす。

証明: 単純無向グラフG = (Ξ, E)とG上の任意の頂点対X,Y ∈ Ξに対する距離 d(X,Y ) は補題 3.7
で定義されたものとする。また、DG

def.= d(XU, XL)と τ0
def.= n(n − 1)2(1 + lnDG) を定義する。補題

3.7で得られた不等式 (3.4)を用いると、

Pr(T∗ > τ0) = Pr(Φ0
−τ0(XU,Λ) 6= Φ0

−τ0(XL,Λ)) = Pr(Φτ0
0 (XU,Λ) 6= Φτ0

0 (XL,Λ))

≤
∑

(X,Y )∈Ξ2

d(X,Y )Pr(X = Φτ0
0 (XU,Λ), Y = Φτ0

0 (XL,Λ))

= E[d(Φτ0
0 (XU,Λ), Φτ0

0 (XL,Λ))] ≤
(

1 − 1
n(n − 1)2

)τ0

d(XU, XL)

=
(

1 − 1
n(n − 1)2

)n(n−1)2(1+ln DG)

DG ≤ e−1e− ln DGDG ≤ 1
e
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が得られる。ここで coalescence timeの持つ submultiplicativity（[40]）を考慮すると、任意の k ∈ Z+

に対して、Pr(T∗ > kτ0) ≤ (Pr(T∗ > τ0))
k ≤ (1/e)k が得られる。したがって

E[T∗] =
∞∑

t=0

tPr(T∗ = t) ≤ τ0 + τ0Pr(T∗ > τ0) + τ0Pr(T∗ > 2τ0) + · · ·

≤ τ0 + τ0/e + τ0/e2 + · · · =
τ0

1 − 1/e
≤ 2τ0

となる。いま n ≤ N より、明らかにDG ≤ nN ≤ N2である。ゆえに E[T∗] = O(n3 lnN) を得る。¤

最後にアルゴリズム 2の計算時間について議論する。

定理 3.6の証明: マルコフ連鎖の coalescence timeを T∗で表す。ここで T∗は確率変数である。いま
K = dlog2 T∗eとする。アルゴリズム 2は (K + 1)回目の反復で T を−2K とした時に終了する。した
がってアルゴリズム 2で生成する乱数の総数は 2K ≤ 2T∗ で押さえられ、推移回数は 2(20 + 21 + 22 +
· · ·+ 2K) < 2 · 2 · 2K ≤ 8T∗ で押さえられる。各乱数は定数時間で得られると仮定するとマルコフ連鎖
の推移は定数時間で行われる。また、アルゴリズム 2の Step 4 “Coalescence check”に必要な時間は
O(n)である。したがって合計計算時間は O(E[2T∗] + E[8T∗] + E[K + 1]n) = O(E[T∗]) = O(n3 lnN)
となる。 ¤

なお、条件 3.1はO(n lnn)で得られる。
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第4章

離散化Dirichlet分布に従うパーフェクトサン
プリング法

本章では、離散化Dirichlet分布に従う確率変数ベクトルのパーフェクトサンプリング法について述
べる。

4.1 サンプリングアルゴリズム

非負実数パラメータ u1, . . . , unを持つDirichlet分布は、確率変数ベクトル P = (P1, P2, . . . , Pn) に
対する確率分布で、密度関数は定義域 {(p1, p2, . . . , pn) ∈ Rn |

∑n
i=1 pi, pi > 0 ∀pi} に対して

Γ(
∑n

i=1 ui)∏n
i=1 Γ(ui)

n∏
i=1

pui−1
i

で表される。ただし、Γ(u)はガンマ関数である。本論文では n ≥ 2を仮定する。
任意の整数∆ ≥ nに対して、定義域を格子幅 1/∆で離散化し、整数ベクトルの離散的集合 Ωを

Ω def.= {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Zn
++ | xi > 0 (∀i), x1 + · · · + xn = ∆}

で定義する。非負実数パラメータ u1, . . . , unを持つ離散化Dirichlet確率変数は確率変数ベクトルX =
(X1, . . . , Xn) ∈ Ωで確率分布

Pr[X = (x1, . . . , xn)] def.= C∆

n∏
i=1

(xi/∆)ui−1

を持つ。ただし、C∆は分配関数（規格化定数）で (C∆)−1 def.=
∑

x∈Ω

∏n
i=1(xi/∆)ui−1 と定義される。

任意の整数 b ≥ 2に対して、2次元整数ベクトルの集合Ω(b) def.= {(Y1, Y2) ∈ Z2 | Y1, Y2 > 0, Y1+Y2 =
b} を導入し、非負実数パラメータ ui, uj を持つ分布関数 fb(Y1, Y2 | ui, uj) : Ω(b) → [0, 1]を

fb(Y1, Y2 | ui, uj)
def.= C(ui, uj , b)Y ui−1

1 Y
uj−1
2

と定義する。ただし、定数 (C(ui, uj , b))−1 def.=
∑

(Y1,Y2)∈Ω(b) Y ui−1
1 Y

uj−1
2 は分配関数である。またベ

クトル (gb(0|ui, uj), gb(1|ui, uj), . . . , gb(b − 1|ui, uj)) を導入し、

gb(k|ui, uj)
def.=

{
0 (k = 0)∑k

l=1 C(ui, uj , b)lui−1(b − l)uj−1 (k ∈ {1, 2, . . . , b − 1})

と定義する。明らかに 0 = gb(0|ui, uj) < gb(1|ui, uj) < · · · < gb(b − 1|ui, uj) = 1 が成り立つ。
状態空間 Ωを持つマルコフ連鎖MDについて述べる。現在の状態をX ∈ Ωとする。このとき、推

移X 7→ X ′は次のように実行される。まず、実数乱数 λ ∈ [1, n) を生成し、i := bλc, b := Xi + Xi+1
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とする。次に、k ∈ {1, 2, . . . , b− 1}を gb(k − 1|ui, ui+1) ≤ (λ− bλc) < gb(k|ui, ui+1) を満たす唯一の
値とする。最後に、

X ′
j :=


k (j = i),
b − k (j = i + 1),
Xj (それ以外),

とする。
提案したマルコフ連鎖に対する update function φ : Ω× [1, n) → Ω を φ(X,λ) def.= X ′ とする。このマ
ルコフ連鎖は明らかに既約で非周期的である。また detailed balance equationsが成り立つことから、
マルコフ連鎖MDの定常分布は離散化Dirichlet分布となる。
次に特別な状態としてXU, XL ∈ Ωを

XU
def.= (∆ − n + 1, 1, 1, . . . , 1), XL

def.= (1, 1, . . . , 1, ∆ − n + 1).

で定義する。
これらを用いて、離散化Dirichlet分布に対するサンプリングアルゴリズムを次のように定める。

アルゴリズム 3

Step 1. 時間に関する初期値を T := −1とし、過去に遡る。空列 λを用意する。

Step 2. 一様実数乱数λ[T ], λ[T +1], . . . , λ[dT/2e−1] ∈ [1, n)を生成し、λ := (λ[T ], λ[T+1], . . . , λ[−1])
とする。

Step 3. 時刻 T における 2本のマルコフ連鎖の状態をそれぞれXUとXLし、共通の数列 λを用いて
update function φに従い、マルコフ連鎖を時刻 T から時刻 0に至るまで推移させる。

Step 4. [ Coalescence check ]

(a) もし ∃Y ∈ Ξ, Y = Φ0
T (XU, λ) = Φ0

T (XL,λ), ならば値 Y を返し、停止する。

(b) もしそうでなければ、時刻を T := 2T として Step 2に戻る。

定理 4.1 アルゴリズム 3は確率 1で（有限時間で）停止して、状態を 1つ出力する。その状態はΩ上
の離散化Dirichlet分布に厳密に従う確率変数の実現値である。

上の定理によりアルゴリズム 3はパーフェクトサンプリングアルゴリズムであることが保証される。次
の小節ではマルコフ連鎖MDの単調性を示すことで上記定理を示す。

4.2 マルコフ連鎖の単調性

2.1節で 2つの定理を紹介した。したがって、 定理 4.1を示すにはアルゴリズム 3が単調 CFTPで
あることを示せばよい。そのために、この小節では Ω上に半順序を導入し、XUとXLが唯一の最大
元および最小元の対であることと、マルコフ連鎖MDが単調であることを示す。
任意のベクトルX ∈ Ω に対して、累積和ベクトル cX ∈ Zn+1

+

cX(i) def.=

{
0 (i = 0),
X1 + X2 + · · · + Xi (i ∈ {1, 2, . . . , n}),

で定義する。ただし、cX = (cX(0), cX(1), . . . , cX(n))とする。明らかに Ωと {cX | X ∈ Ω}の間には
一対一対応が存在する。任意の状態対 X,Y ∈ Ωに対して、X º Y の必要十分条件を cX ≥ cY とす
る。明らかに “º”は Ω上の半順序である。また、∀X ∈ Ω, XU º X º XL も簡単に分かる。
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いまX,Y ∈ Ωに対して、ある kが存在して

cX(i) − cY (i) =

{
1 (i = j),
0 (otherwise).

が成り立つとき、Xが（kで）Y を被覆（cover）すると言い、X ·Â Y（またはX ·Âk Y）であらわす。
次に、単調性を証明する鍵となる補題を示す。

補題 4.2 もし 2つの相異なる状態X,Y ∈ ΩがX ·Âk Y ならば、∀λ ∈ [1, n), φ(X,λ) º φ(Y, λ) が成
り立つ。

証明: 簡単のためX ′ = φ(X,λ)および Y ′ = φ(Y, λ)で表す。まず、任意の添え字 i 6= bλcに対して
は cX(i) = cX′(i)および cY (i) = cY ′(i) が成り立つ。定理の仮定よりX º Y なので cX′(i) − cY ′(i) =
cX(i) − cY (i) ≥ 0 である。以下では cX′(bλc) ≥ cY ′(bλc) を示す。
マルコフ連鎖MDの定義から、X ′

bλcの値は

gb′(k′ − 1|ubλc, ubλc+1) ≤ (λ − bλc) < gb′(k′|ubλc, ubλc+1)

を満たす唯一の k′である。ただし、b′
def.= Xbλc + Xbλc+1である。同様に、Y ′

bλcの値は

gb′′(k′′ − 1|ubλc, ubλc+1) ≤ (λ − bλc) < gb′′(k′′|ubλc, ubλc+1)

を満たす唯一の k′′である。ただし、b′′
def.= Ybλc + Ybλc+1である。証明では次の 3つの場合に分けて考

える。

Case 1: bλc 6= j − 1かつ bλc 6= j + 1の場合、b′ = b′′なのでX ′
bλc = k′ = k′′ = Y ′

bλc を得る。

Case 2: bλc = j − 1の場合を考える。いま、X ·Âj Y より b′ = b′′ + 1である。累積和ベクトルの定
義から

cX′(j − 1) − cY ′(j − 1) = cX′(j − 2) + X ′
j−1 − cY ′(j − 2) − Y ′

j−1

= cX(j − 2) + X ′
j−1 − cY (j − 2) − Y ′

j−1 = X ′
j−1 − Y ′

j−1

なので、X ′
j−1 ≥ Y ′

j−1 を示せば十分である。
いま、この後で示す補題 4.3から、次の不等式が得られる。

0 = gb′′+1(0|uj−1, uj) = gb′′(0|uj−1, uj) ≤ gb′′+1(1|uj−1, uj) ≤ gb′′(1|uj−1, uj) ≤ · · ·
≤ gb′′+1(k − 1|uj−1, uj) ≤ gb′′(k − 1|uj−1, uj) ≤ gb′′+1(k|uj−1, uj) ≤ · · ·
≤ gb′′+1(b′′ − 1|uj−1, uj) ≤ gb′′(b′′ − 1|uj−1, uj) = gb′′+1(b′′|uj−1, uj) = 1,

この不等式を alternating inequalitiesと呼ぶことにする。たとえば不等式

gb′′+1(k − 1|uj−1, uj) ≤ (λ − bλc) < gb′′(k − 1|uj−1, uj) ≤ gb′′+1(k|uj−1, uj)

が成り立つ時、X ′
bλc = k > k − 1 = Y ′

bλc である。あるいは、不等式

gb′′+1(k − 1|uj−1, uj) ≤ gb′′(k − 1|uj−1, uj) ≤ (λ − bλc) < gb′′+1(k|uj−1, uj)

が成り立てば X ′
bλc = k = Y ′

bλc である。すなわち alternating inequalitisから、任意の λについて
coupling (X ′, Y ′)は(

X ′
j−1

Y ′
j−1

)
∈

{(
1
1

)
,

(
2
1

)
,

(
2
2

)
,

(
3
2

)
, . . . ,

(
b′′ − 1
b′′ − 1

)
,

(
b′′

b′′ − 1

)}
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gb′′+1(0) gb′′+1(1) gb′′+1(2) gb′′+1(b′′−1) gb′′+1(b′′)

0 |
„

1
1

«

|
„

2
1

«

|
„

2
2

«

|
„

3
2

«

| · · · |
„

b′′

b′′−1

«

| 1

gb′′ (0) gb′′ (1) gb′′ (2) gb′′ (b
′′−1)

図 4.1. alternating inequalities の図。図中で gb′′(k), gb′′+1(k) はそれぞれ gb′′(k|uj−1, uj),
gb′′+1(k|uj−1, uj) を表す。

であることがわかる（図 4.1参照）。以上のことからX ′
j−1 ≥ Y ′

j−1が得られた。

Case 3: bλc = j + 1の場合について考える。いま、X ·Âj Y より b′ + 1 = b′′である。累積和ベクト
ルの定義から

cX′(j + 1) − cY ′(j + 1) = cX′(j) + X ′
j+1 − cY ′(j) − Y ′

j+1

= cX(j) + X ′
j+1 − cY (j) − Y ′

j+1 = 1 + X ′
j+1 − Y ′

j+1.

なので、1 + X ′
j+1 ≥ Y ′

j+1 を示せば十分である。
補題 4.3から、Case 2と同様に次の alternating inequalitiesが得られる。

0 = gb′+1(0|uj+1, uj+2) = gb′(0|uj+1, uj+2)

≤ gb′+1(1|uj+1, uj+2) ≤ gb′(1|uj+1, uj+2) ≤ · · ·
≤ gb′+1(k − 1|uj+1, uj+2) ≤ gb′(k − 1|uj+1, uj+2) ≤ gb′+1(k|uj+1, uj+2) ≤ · · ·
≤ gb′+1(b′ − 1|uj+1, uj+2) ≤ gb′(b′ − 1|uj+1, uj+2) = gb′+1(b′|uj+1, uj+2) = 1.

したがって任意の λについて coupling (X ′, Y ′)は(
X ′

j+1

Y ′
j+1

)
∈

{(
1
1

)
,

(
1
2

)
,

(
2
2

)
,

(
2
3

)
, . . . ,

(
b′ − 1
b′ − 1

)
,

(
b′ − 1
b′

)}

であることがわかる（図 4.2参照）。以上のことから 1 + X ′
j+1 ≥ Y ′

j+1が得られた。 ¤

gb′(0) gb′(1) gb′(2) gb′ (b
′−1)

0 |
„

1
1

«

|
„

1
2

«

|
„

2
2

«

|
„

2
3

«

| · · · |
„

b′−1
b′

«

| 1

gb′+1(0) gb′+1(1) gb′+1(2) gb′+1(b′−1) gb′+1(b′)

図 4.2. alternating inequalities の図。図中で gb′(k), gb′+1(k) はそれぞれ gb′(k|uj+1, uj+2),
gb′+1(k|uj+1, uj+2)を表す。

補題 4.3

∀b ∈ {2, 3, . . .}, ∀ui,∀uj ≥ 0, ∀k ∈ {1, 2, . . . , b},
gb+1(k − 1|ui, uj) ≤ gb(k − 1|ui, uj) ≤ gb+1(k|ui, uj).

証明: 以下では命題の 2番目の不等式を示す。1番目の不等式は同様に示すことができる。
簡単のため Cb+1 = C(ui, uj , b + 1), Cb = C(ui, uj , b)と表す。いま gb(k|ui, uj)の定義から

H(k) def.= gb+1(k|ui, uj) − gb(k − 1|ui, uj)

=
∑k

l=1 Cb+1l
ui−1(b − l + 1)uj−1 −

∑k−1
l=1 Cbl

ui−1(b − l)uj−1
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= (1 − Cb+1
∑b

l=k+1 lui−1(b − l + 1)uj−1) − (1 − Cb
∑b−1

l=k lui−1(b − l)uj−1)

= Cb
∑b

l=k+1(l − 1)ui−1(b − l + 1)uj−1 − Cb+1
∑b

l=k+1 lui−1(b − l + 1)uj−1

=
∑b

l=k+1(Cb(l − 1)ui−1(b − l + 1)uj−1 − Cb+1l
ui−1(b − l + 1)uj−1)

=
∑b

l=k+1 Cbl
ui−1(b − l + 1)uj−1

((
1 − 1

l

)ui−1 − Cb+1

Cb

)
を得る。同様に

H(k) = Cb+1
∑k

l=1 lui−1(b − l + 1)uj−1 − Cb
∑k−1

l=1 lui−1(b − l)uj−1

≥ Cb+1
∑k

l=2 lui−1(b − l + 1)uj−1 − Cb
∑k

l=2(l − 1)ui−1(b − l + 1)uj−1

=
∑k

l=2(Cb+1l
ui−1(b − l + 1)uj−1 − Cb(l − 1)ui−1(b − l + 1)uj−1)

=
∑k

l=2 Cbl
ui−1(b − l + 1)uj−1

(
Cb+1

Cb
−

(
1 − 1

l

)ui−1
)

も示される。関数 h : {2, 3, . . . , b} → Rを導入し、h(l) def.=
(
1 − 1

l

)ui−1 − Cb+1

Cb
と定義すると、次の不

等式が得られる。

H(k) =
∑b

l=k+1 Cbl
ui−1(b − l + 1)uj−1h(l) (4.1)

≥ −
∑k

l=2 Cbl
ui−1(b − l + 1)uj−1h(l). (4.2)

(a) ui ≥ 1の場合を考える。
いま ui − 1 ≥ 0なので h(l)は単調非減少関数である。したがって h(k) ≥ 0が成り立てば 0 ≤ h(k) ≤

h(k + 1) ≤ · · · ≤ h(b) となり、等式 (4.1)からH(k) ≥ 0が言える。もし h(k) < 0なら h(2) ≤ h(3) ≤
· · · ≤ h(k) < 0となるので不等式 (4.2)を用いてH(k) ≥ −

∑k
l=2 Cbl

ui−1(b − l + 1)uj−1h(l) ≥ 0 が得
られる。
(b) 0 ≤ ui ≤ 1の場合を考える。
この場合 ui − 1 ≤ 0なので h(l)は非増加関数である。もし不等式 h(b) ≥ 0が成り立てば、h(2) ≥

h(3) ≥ · · · ≥ h(b) ≥ 0となり等式 (4.1)からH(k) ≥ 0を得る。したがってh(b) = ( b−1
b )ui−1− Cb+1

Cb
≥ 0

を示せば十分である。
以下この証明において簡単のため αi′ = ui′ − 1 (∀i′) で表す。関数H0(b, αi, αj)をH0(b, αi, αj)

def.=
(b − 1)αiC−1

b+1 − bαiC−1
b と定義する。もし条件

−1 ≤ ∀αi ≤ 0, −1 ≤ ∀αj , ∀b ∈ {2, 3, 4, . . .}, H0(b, αi, αj) ≥ 0

がを満たせば、目標の各 b ∈ {2, 3, 4, . . .}に対して h(b) ≥ 0を得る。ここでH0(b, αi, αj)を式変形する。

H0(b, αi, αj) = (b − 1)αi

b∑
k=1

kαi(b − k + 1)αj − bαi

b−1∑
k=1

kαi(b − k)αj

=
∑b

k=1(b − 1)αikαi(b − k + 1)αj (b−k)+(k−1)
b−1 − bαi

∑b−1
k=1 kαi(b − k)αj

=
∑b−1

k=1

[
(b − 1)αikαi(b − k + 1)αj

(
b−k
b−1

)
+ (b − 1)αi(k + 1)αi(b − k)αj

(
k

b−1

)
−bαikαi(b − k)αj ]

=
∑b−1

k=1
(b−1)αikαi (b−k)αj

b−1

[(
1 + 1

b−k

)αj

(b − k) +
(
1 + 1

k

)αi k −
(

b
b−1

)αi

(b − 1)
]
.

以上から、関数

H1(b, αi, αj , k) def.=
(
1 + 1

b−k

)αj

(b − k) +
(
1 + 1

k

)αi k −
(

b
b−1

)αi

(b − 1)

が任意の k ∈ {1, 2, . . . , b− 1}に対して非負であることを示せば十分である。いま 1 + 1/(b− k) > 1か
つ αj ≥ −1より、

H1(b, αi, αj , k) ≥ H1(b, αi,−1, k) =
(b − k)2

b − k + 1
+

(
1 +

1
k

)αi

k −
(

b

b − 1

)αi

(b − 1).
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である。ここで関数H1を αiで微分すると、

∂

∂αi
H1(b, αi,−1, k) =

(
1 + 1

k

)αi k log
(
1 + 1

k

)
−

(
b

b−1

)αi

(b − 1) log
(

b
b−1

)
=

(
1 + 1

k

)αi log
(
1 + 1

k

)k −
(
1 + 1

b−1

)αi

log
(
1 + 1

b−1

)(b−1)

となる。正整数の対k, bは1 ≤ k ≤ b−1を満たすので、αiが非正であることを考慮して0 ≤ (1+1/k)αi ≤
(1+1/(b−1))αiと0 ≤ log(1+1/k)k ≤ log(1+1/(b−1))b−1が得られる。したがって関数H1(b, αi,−1, k)
は αi ≤ 0に関して単調非減少である。ゆえに

H1(b, αi,−1, k) ≥ H1(b, 0,−1, k) = (b−k)2

b−k+1 +
(
1 + 1

k

)0
k −

(
b

b−1

)0
(b − 1)

= (b−k)2

b−k+1 + k − b + 1 = (b−k)2+12−(b−k)2

b−k+1 = 1
b−k+1 ≥ 0

が成り立つ。 ¤

補題 4.4 update function φで定義されたマルコフ連鎖MDは “ º”に関して単調である。すなわち
∀λ ∈ [1, n), ∀X, ∀Y ∈ Ω, X º Y ⇒ φ(X,λ) º φ(Y, λ) が成り立つ。

証明: いま、適当な長さの状態列 Z1, Z2, . . . , Zr が存在して、X = Z1 ·Â Z2 ·Â · · · ·Â Zr = Y が
成り立つ。したがって、補題 4.2を繰り返し適用することで φ(X,λ) = φ(Z1, λ) º φ(Z2, λ) º · · · º
φ(Zr, λ) = φ(Y, λ) が得られる。 ¤
最後に、提案したアルゴリズムがパーフェクトサンプリング法であることを示す。

定理 4.1の証明: 補題 4.4よりマルコフ連鎖MDは単調であり、またXUとXLがそれぞれ唯一の最大
および最小元であることは明らかである。したがってアルゴリズム 3は単調 CFTPであり、定理 2.3
および定理 2.5から定理 4.1を得る。 ¤

4.3 アルゴリズムの計算時間

以下、アルゴリズムの計算時間について議論する。この節では次の条件を仮定する。

条件 4.1 Dirichletパラメータは非増加順に並ぶ。すなわち u1 ≥ u2 ≥ · · · ≥ unが成り立つ。

次の定理は本論分の主要な結果のひとつである。

定理 4.5 条件 4.1の下、アルゴリズム 3 の計算時間の期待値はO(n3 ln∆) である。ただし、nは次元
（Dirichletパラメータの個数）であり、1/∆は離散化の格子幅を表す。

以下では、coalescence time T∗ ∈ Z++を算定することで定理 4.5を示す。ただし、coalescence time
は T∗

def.= min{t > 0 | ∃y ∈ Ω, ∀x ∈ Ω, y = Φ0
−t(x,Λ)} と定義される確率変数である。

前章と同様にまず、提案したマルコフ連鎖MDのmixing rateを path coupling定理を用いて算定
する。この補題において条件 4.1は重要である。

補題 4.6 条件4.1の下で提案したマルコフ連鎖MDのmixing rate τは τ ≤ n(n−1)2(1+ln n(∆−n)/2)
を満たす。
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証明: 単純無向グラフ G = (Ω, E)は頂点集合 Ωと次に定義する枝の集合 E を持つ。任意の頂点対
{X,Y }が E に属する必要十分条件は (1/2)

∑n
i=1 |Xi − Yi| = 1とする。明らかにグラフGは連結であ

る。各枝 e = {X,Y } ∈ E に対して、唯一の添え字対 j1, j2 ∈ {1, . . . , n}が存在して

|X[1, j] − Y [1, j]| =

{
1 (j = j1, j2),
0 (otherwise).

を満たす。この添え字の対を枝 eの支持対（suporting pair）と呼ぶ。枝 eの支持対 {j1, j2}に対して
j∗ = max{j1, j2} ≥ 2として、枝 eの長さ l(e)を l(e) def.= (1/(n − 1))

∑j∗−1
i=1 (n − i) で定義する。こ

こで 1 ≤ mine∈E l(e) ≤ maxe∈E l(e) ≤ n/2 に注意が必要である。任意の状態対 X,Y ∈ Ωに対し
て、距離 d(X,Y )はグラフ G上での X と Y の最短経路と定義する。任意の (X,Y ) ∈ Ω2 に対して
d(X,Y ) ≤ (n/2)

∑n
i=1(1/2)|Xi − Yi| ≤ (n/2)(∆− n) が成り立つことから、グラフGの直径、すなわ

ちmax{d(X,Y )}は n(∆− n)/2で押さえられる。また枝の長さの定義から、任意の枝 {X,Y } ∈ E に
対して d(X,Y ) = l({X,Y })が成り立つ。
次に couplingの推移 (X,Y ) 7→ (X ′, Y ′)を (X,Y ) 7→ (φ(X, Λ), φ(Y, Λ)) と定義する。ただし、Λ ∈

[1, n)は一様実数乱数で、φは 4.1節で定義した update functionである。ここで任意の対 {X,Y } ∈ E
に対して、

E[d(X ′, Y ′)] ≤ βd(X,Y ), β = 1 − 1/(n(n − 1)2), (4.3)

を示そう。以下では {X,Y }の支持対を {j1, j2}で表す。また、一般性を失うことなく j1 < j2 かつ
Xj2 + 1 = Yj2 を仮定する。

Case 1: bΛc = j2 − 1の場合について、

E[d(X ′, Y ′)|bΛc = j2 − 1] ≤ d(X,Y ) − (1/2)(n − j2 + 1)/(n − 1)

を示す。j1 = j2−1の時、条件 4.1よりX ′ = Y ′である。ゆえにd(X ′, Y ′) = 0となる。以下、j1 < j2−1
の場合について考える。いま b′ = Xj2−1 + Xj2 とし、b′′ = Yj2−1 + Yj2 とする。この時Xj2 + 1 = Yj2

より b′ + 1 = b′′が成り立つ。マルコフ連鎖MDの update functionの定義から

X ′
j2−1 = k ⇔ [gb′(k − 1|uj2−1, uj2) ≤ Λ − bΛc < gb′(k|uj2−1, uj2)]

Y ′
j2−1 = k ⇔ [gb′+1(k − 1|uj2−1, uj2) ≤ Λ − bΛc < gb′+1(k|uj2−1, uj2)]

を得る。前節の補題 4.2で述べたように alternating inequalities

0 = gb′+1(0|uj2−1, uj2) = gb′(0|uj2−1, uj2)

≤ gb′+1(1|uj2−1, uj2) ≤ gb′(1|uj2−1, uj2) ≤ · · ·
≤ gb′+1(b′ − 1|uj2−1, uj2) ≤ gb′(b′ − 1|uj2−1, uj2) = gb′+1(b′|uj2−1, uj2) = 1

が成り立つので、(
X ′

j2−1

Y ′
j2−1

)
∈

{(
1
1

)
,

(
1
2

)
,

(
2
2

)
,

(
2
3

)
, . . . ,

(
b′ − 1
b′ − 1

)
,

(
b′ − 1
b′

)}
を得る。この時、もしX ′

j2−1 = Y ′
j2−1ならば、{X ′, Y ′}の支持対は {j1, j2}となり、d(X ′, Y ′) = d(X,Y )

となる。また、もし X ′
j2−1 6= Y ′

j2−1 ならば、{X ′, Y ′}の支持対は {j1, j2 − 1}となり、d(X ′, Y ′) =
d(X,Y ) − (n − j2 + 1)/(n − 1)となる。
ここで後述の補題 4.7より、uj2−1 ≥ uj2 の場合

Pr[X ′
j2−1 6= Y ′

j2−1|bΛc = j2 − 1] − Pr[X ′
j2−1 = Y ′

j2−1|bΛc = j2 − 1]

=
∑b′−1

k=1 [gb′(k|uj2−1, uj2) − gb′+1(k|uj2−1, uj2)]

−
∑b′−1

k=1 [gb′+1(k|uj2−1, uj2) − gb′(k − 1|uj2−1, uj2)] ≥ 0
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gb′(0) gb′(1) gb′(2) gb′ (b
′−1)

0 |
„

1
1

«

|
„

1
2

«

|
„

2
2

«

|
„

2
3

«

| · · · |
„

b′−1
b′

«

| 1

gb′+1(0) gb′+1(1) gb′+1(2) gb′+1(b′−1) gb′+1(b′)

図 4.3. alternating inequalities の図。図中で gb′(k), gb′+1(k) はそれぞれ gb′(k|uj2−1, uj2),
gb′+1(k|uj2−1, uj2)を表す。

が成り立つ（図 4.3参照）。
条件 4.1から、uj2−1 ≥ uj2 は常に成り立ち

Pr[X ′
j2−1 = Y ′

j2−1|bΛc = j2 − 1] ≤ (1/2),

Pr[X ′
j2−1 6= Y ′

j2−1|bΛc = j2 − 1] ≥ (1/2)

を得る。ゆえに

E[d(X ′, Y ′)|bΛc = j2 − 1] ≤ (1/2)d(X,Y ) + (1/2)(d(X,Y ) − (n − j2 + 1)/(n − 1))

= d(X,Y ) − (1/2)(n − j2 + 1)/(n − 1)

が成り立つ。

Case 2: bΛc = j2の場合についても、Case 1と同様に E[d(X ′, Y ′)|bΛc = j2] ≤ d(X,Y ) + (1/2)(n −
j2)/(n − 1) を示すことができる。

Case 3: bΛc 6= j2 − 1かつ bΛc 6= j2の場合。この時 {X ′, Y ′}の支持対 {j′1, j′2}は j2 = max{j′1, j′2}と
なる。したがって d(X,Y ) = d(X ′, Y ′)である。
それぞれの場合の生起する確率はCase 1が 1/(n− 1)、Case 2が高々1/(n− 1)、Case 3が残りであ

る。以上のことから。

E[d(X ′, Y ′)] ≤ d(X,Y ) − 1
n − 1

1
2

n − j2 + 1
n − 1

+
1

n − 1
1
2

n − j2

n − 1
= d(X,Y ) − 1

2(n − 1)2

≤
(

1 − 1
2(n − 1)2

1
max{X,Y }∈E{d(X,Y )}

)
d(X,Y ) =

(
1 − 1

n(n − 1)2

)
d(X,Y )

を得る。グラフ Gの直径が n(∆ − n)/2で押さえられることから、定理 2.2より、mixing rate τ は
τ ≤ n(n − 1)2(1 + lnn(∆ − n)/2) を満たす。 ¤

補題 4.7 ∀b ∈ {2, 3, . . .}, ∀ui ≥ ∀uj ,

b−1∑
k=1

[gb(k|ui, uj) − gb+1(k|ui, uj)] −
b−1∑
k=1

[gb+1(k|ui, uj) − gb(k − 1|ui, uj)] ≥ 0.

証明: 簡単のため Cb+1 = C(ui, uj , b + 1)および Cb = C(ui, uj , b)とし、次の等式変形を行う。

G
def.=

∑b−1
k=1[gb(k|ui, uj) − gb+1(k|ui, uj)] −

∑b−1
k=1[gb+1(k|ui, uj) − gb(k − 1|ui, uj)]

=
∑b−1

k=1 gb(k|ui, uj) −
∑b−1

k=1 gb+1(k|ui, uj)

−
∑b−1

k=1 gb+1(k|ui, uj) +
∑b−1

k=1 gb(k − 1|ui, uj)

=
∑b−1

k=1 gb(k|ui, uj) −
∑b−1

k=1 gb+1(k|ui, uj)

−
∑b−1

k=1 gb+1(k|ui, uj) +
∑b−1

k=2 gb(k − 1|ui, uj)

=
∑b−1

k=1 Cb
∑k

l=1 lui−1(b − l)uj−1 −
∑b−1

k=1 Cb+1
∑k

l=1 lui−1(b − l + 1)uj−1

−
∑b−1

k=1 Cb+1
∑k

l=1 lui−1(b − l + 1)uj−1 +
∑b−1

k=2 Cb
∑k−1

l=1 lui−1(b − l)uj−1
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= Cb
∑b−1

l=1 (b − l)lui−1(b − l)uj−1 − Cb+1
∑b−1

l=1 (b − l)lui−1(b − l + 1)uj−1

−Cb+1
∑b−1

l=1 (b − l)lui−1(b − l + 1)uj−1 + Cb
∑b−1

l=1 (b − l − 1)lui−1(b − l)uj−1

= Cb
∑b−1

l=1 (2b − 2l − 1)lui−1(b − l)uj−1 − Cb+1
∑b−1

l=1 (2b − 2l)lui−1(b − l + 1)uj−1

= CbCb+1

(
C−1

b+1

∑b−1
l=1 (2b − 2l − 1)lui−1(b − l)uj−1

−C−1
b

∑b
l=1(2b − 2l)lui−1(b − l + 1)uj−1

)
= CbCb+1

( ∑b
k=1 kui−1(b − k + 1)uj−1

∑b−1
l=1 (2b − 2l − 1)lui−1(b − l)uj−1

−
∑b−1

k=1 kui−1(b − k)uj−1
∑b

l=1(2b − 2l)lui−1(b − l + 1)uj−1
)

= CbCb+1

( ∑b
k=1

∑b−1
l=1 (2b − 2l − 1)(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

−
∑b−1

k=1

∑b
l=1(2b − 2l)(kl)ui−1((b − k)(b − l + 1))uj−1

)
= CbCb+1

( ∑b
k=1

∑b−1
l=1 (2b − 2l − 1)(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

−
∑b

k=1

∑b−1
l=1 (2b − 2k)(kl)ui−1((b − l)(b − k + 1))uj−1

)
= CbCb+1

∑b
k=1

∑b−1
l=1

(
(2k − 2l − 1)(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

)
= CbCb+1

2

( ∑b
k=1

∑b−1
l=1 (2k − 2l − 1)(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

+
∑b

k=1

∑b−1
l=1 (2k − 2l − 1)(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

)
= CbCb+1

2

(∑b
k=1

∑b−1
l=1 (2k − 2l − 1)(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

+
∑b

k=1

∑b−1
l=1 (2(b − k + 1) − 2(b − l) − 1)

((b − k + 1)(b − l))ui−1((b − (b − k + 1) + 1)(b − (b − l)))uj−1
)

= CbCb+1

2

( ∑b
k=1

∑b−1
l=1 (2k − 2l − 1)(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

−
∑b

k=1

∑b−1
l=1 (2k − 2l − 1)((b − k + 1)(b − l))ui−1(kl)uj−1

)
(k)

1 2 3 · · · b−1 b

1
2

∑b−1
l=1

∑b
k=l+1

(l) 3
:

∑b−1
k=1

∑b−1
l=k

b − 1

= CbCb+1

2

( ∑b−1
l=1

∑b
k=l+1(2k − 2l − 1)(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

+
∑b−1

k=1

∑b−1
l=k (2k − 2l − 1)(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

−
∑b−1

l=1

∑b
k=l+1(2k − 2l − 1)((b − k + 1)(b − l))ui−1(kl)uj−1

−
∑b−1

k=1

∑b−1
l=k (2k − 2l − 1)((b − k + 1)(b − l))ui−1(kl)uj−1

)
= CbCb+1

2

( ∑b−1
l=1

∑b
k=l+1(2k − 2l − 1)(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

−
∑b−1

l=1

∑b
k=l+1(2k − 2l − 1)(l(k − 1))ui−1((b − l + 1)(b − k + 1))uj−1

−
∑b−1

l=1

∑b
k=l+1(2k − 2l − 1)((b − k + 1)(b − l))ui−1(kl)uj−1

+
∑b−1

l=1

∑b
k=l+1(2k − 2l − 1)((b − l + 1)(b − k + 1))ui−1(l(k − 1))uj−1

)
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=
CbCb+1

2

b−1∑
l=1

b∑
k=l+1

(2k − 2l − 1)
(

(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

−(l(k − 1))ui−1((b − l + 1)(b − k + 1))uj−1

−((b − k + 1)(b − l))ui−1(kl)uj−1

+((b − l + 1)(b − k + 1))ui−1(l(k − 1))uj−1
)
.

いま関数G0(k, l, ui, uj)を

G0(k, l, ui, uj)
def.=


(kl)ui−1((b − k + 1)(b − l))uj−1

−(l(k − 1))ui−1((b − l + 1)(b − k + 1))uj−1

−((b − k + 1)(b − l))ui−1(kl)uj−1

+((b − l + 1)(b − k + 1))ui−1(l(k − 1))uj−1


と定義する。この時 1 ≤ l < l + 1 ≤ k ≤ bより、(2k − 2l − 1) > 0は明らかに成り立つ。したがっ
て ∀l ∈ {1, 2, . . . , b − 1}, ∀k ∈ {2, 3, . . . , b}, ∀ui ≥ ∀uj , G0(l, k, ui, uj) ≥ 0 を示せば十分である。明ら
かに

G0(k, l, ui, uj)

=

 (l(k − 1))ui−1(b − k + 1)uj−1
(
(1 + 1

k−1)ui−1(b − l)uj−1 − (b − l + 1)uj−1
)

+((b − k + 1)(b − l))ui−1luj−1
(
−kuj−1 + (1 + 1

b−l )
ui−1(k − 1)uj−1

) 
なので、G0(k, l, ui, uj)は uiに関して非減少である。したがってG0(k, l, ui, uj) ≥ G0(k, l, uj , uj) を得
る。ここで uiに uj を代入するとG0(k, l, ui, uj)の定義からG0(k, l, uj , uj) = 0となり、題意は示され
る。 ¤

次に coalescence timeを算定する。

補題 4.8 条件 4.1の下で、マルコフ連鎖MDの coalescence timeは E[T∗] = O(n3 ln ∆)を満たす。

証明: 単純無向グラフG = (Ω, E)とG上の任意の頂点対X,Y ∈ Ωに対する距離 d(X,Y ) は補題 4.6
で定義されたものとする。またD

def.= d(XU, XL)と τ0
def.= n(n − 1)2(1 + ln D) を定義する。補題 4.6

で得られた不等式 4.3を用いると、

Pr[T∗ > τ0] = Pr
[
Φ0
−τ0(XU,Λ) 6= Φ0

−τ0(XL,Λ)
]

= Pr [Φτ0
0 (XU,Λ) 6= Φτ0

0 (XL,Λ)]

≤
∑

(X,Y )∈Ω2 d(X,Y )Pr [X = Φτ0
0 (XU,Λ), Y = Φτ0

0 (XL,Λ)]

= E [d (Φτ0
0 (XU,Λ), Φτ0

0 (XL,Λ))] ≤
(

1 − 1
n(n − 1)2

)τ0

d(XU, XL)

=
(

1 − 1
n(n − 1)2

)n(n−1)2(1+ln D)

D ≤ e−1e− ln DD ≤ 1
e

が得られる。ここで coalescence timeの持つ submultiplicativity（[40]）を考慮すると、任意の k ∈ Z+

に対して、Pr(T∗ > kτ0) ≤ (Pr(T∗ > τ0))
k ≤ (1/e)k が得られる。したがって

E[T∗] =
∑∞

t=0 tPr[T∗ = t] ≤ τ0 + τ0Pr[T∗ > τ0] + τ0Pr[T∗ > 2τ0] + · · ·
≤ τ0 + τ0/e + τ0/e2 + · · · = τ0/(1 − 1/e) ≤ 2τ0.

となる。いま n ≤ ∆より、明らかにD ≤ n(∆ − n)/2 ≤ ∆2である。ゆえに E[T∗] = O(n3 ln∆)を得
る。 ¤

最後にアルゴリズム 3の計算時間について議論する。
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定理 4.5の証明: マルコフ連鎖の coalescence timeを T∗で表す。ここで T∗は確率変数である。いま
K = dlog2 T∗eとする。アルゴリズム 3は (K + 1)回目の反復で T を−2K とした時に終了する。した
がってアルゴリズム 3で生成する乱数の総数は 2K ≤ 2T∗ で押さえられ、推移回数は 2(20 + 21 + 22 +
· · ·+ 2K) < 2 · 2 · 2K ≤ 8T∗ で押さえられる。各乱数は定数時間で得られると仮定するとマルコフ連鎖
の推移は定数時間で行われる。また、アルゴリズム 3の Step 4 “Coalescence check”に必要な時間は
O(n)である。したがって合計計算時間は O(E[2T∗] + E[8T∗] + E[K + 1]n) = O(E[T∗]) = O(n3 ln∆)
となる。 ¤

なお条件 4.1はO(n lnn)で得られる。
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第5章

結論

本論文では周辺和の与えられた 2行分割表を一様ランダムに生成する方法と離散化Dirichlet分布に
従うサンプリング法について述べた。提案したサンプリング法はマルコフ連鎖を用いたサンプリング
法で、それぞれの問題に対して rapidly mixingなマルコフ連鎖を提案した。さらに、これらのマルコ
フ連鎖が単調（monotone）であることを示し、単調CFTP（monotone CFTP）アルゴリズムを設計
した。したがって CFTP定理に基づき得られるサンプルは定常分布に厳密に従う。

単調CFTPアルゴリズムを設計するには状態空間に半順序関係を導入する必要がある。本論文では
累積和ベクトルを考慮することによって半順序関係を導入した。この累積和ベクトルを考慮し、Dyer
and Greenhillのマルコフ連鎖の推移を制限することで、単調なマルコフ連鎖の設計を実現した。また、
離散化Dirichlet分布に対しても、同様の手法をもって単調なマルコフ連鎖を設計した。
離散化Dirichlet分布ではマルコフ連鎖の単調性および rapidly mixingを証明するために alternating

inequaltyを導入した。本論文の結果はマルコフ連鎖の推移がこの不等式を満たすならば単調性および
rapidly mixingの証明が今回と同様の方法で示せることを示唆する。
本論文ではアルゴリズムの計算時間の算定にmixing timeの算定手法である Path Couplingを利用

した。この手法を用いるためには状態空間に距離を導入する必要があるが、既存の研究と同様の距離
を導入すると算定が甘く擬多項式時間となってしまうため、より精密な距離を考え弱多項式時間の上
限を与えた。この点に関して計算機実験を行いこの算定がオーダーの意味でタイトであることを示唆
する結果を得た。計算機実験の詳細は付録Bに記す。また、計算機実験では条件 3.1および条件 4.1が
算定において本質的であることを示唆する結果についても得られた。

本論文で提案したアルゴリズムは素朴なCFTPアルゴリズムである。しかし、このアルゴリズムは
乱数の列を記憶する必要があり、記憶容量の点で効率的でない。この点について、2000年にWilsonの
提案したRead Onceアルゴリズムを適用することで解決できる [49]。Read Onceアルゴリズムについ
ては付録Aに記す。
提案したアルゴリズムではマルコフ連鎖の各推移が定数時間で行えることを仮定している。しかし、

Dirichlet分布では各推移を単位時間で行うことは困難である。サンプルひとつあたり coalescence time
回の推移が必要なことを考えれば乱数からベータ分布への変換をあらかじめ準備しておけばサンプル
の個数が十分大きいときには amortizeなアルゴリズムになる。

最後に、m × n分割表の一様生成に関して、rapidly mixingなマルコフ連鎖が存在するか否か、単
調なマルコフ連鎖が存在するか否か、が共に未解決問題として残されている。

29



謝辞

指導教官である数理第五研究室の松井知己助教授には、本研究だけでなく、修士課程における研究
全般について温かくご指導頂きました。心より感謝いたします。数理第五研究室の杉原厚吉教授には、
研究活動への多大なご支援をいただきましたことを厚くお礼申し上げます。数理第五研究室の西田徹
志助手には研究環境について様々なご尽力をいただきました。また、数理第五研究室、数理第二研究
室の皆様、他多くの方々に研究に対する助言を頂きました。すべての方々に感謝いたします。

30



参考文献

[1] A. Agresti, “A survey of exact inference for contingency tables,” Statistical Science, 7 (1992),
pp. 131–153.

[2] A. Agresti, Categorical Data Analysis, John Wiley & Sons, 2002.

[3] D. Aldous, “Random walks on finite groups and rapidly mixing Markov chains,” in Séminarie
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付 録A

Read Onceアルゴリズム

この章では 2000年にWilsonの提案したRead onceアルゴリズムについて述べる [49]。このアルゴリ
ズムは特殊なCFTPアルゴリズムとみなすことができ、乱数の列を記憶することなくパーフェクトサ
ンプリングが行える。以下、有限離散の状態空間Ωと update functionφをもつエルゴード的なマルコ
フ連鎖Mに対するアルゴリズムを考える。アルゴリズム中では第 2章で述べたCTTF（Coupling To
The Future）を利用する。まず準備として、アルゴリズム中で呼び出す 2つのプロセス、*-successful
と*-failingについて説明する。

プロセス A (*-successful)

Step 1. 2つの空列 λ1, λ2を用意する。シミュレーションの終了時刻を T := 1に設定する。

Step 2. 2つの実数乱数 λ1[T − 1], λ2[T − 1]を生成し、それぞれ λ1, λ2の最後尾に加える。すなわち
λ1 = (λ1[0], . . . , λ1[T − 2], λ1[T − 1]), λ1 = (λ2[0], . . . , λ2[T − 2], λ2[T − 1])とする。

Step 3. 数列 λ1と λ2を用いて 2本の CTTFを実行する。

Step 4. coalesceence checkを行う。

(a) λ1と λ2のどちらか片方でも coalesceしていなければ T := T + 1として Step 2に戻る。

(b) λ1と λ2ともに coalesceした場合。先に coalesceした乱数列の添え字 i ∈ {1, 2}とする。
同時の場合は 1/2の確率で iを決める。数列 λiに対する状態すなわち ΦT

0 (x,λi)の値を
返して終了する。

プロセス B (*-failing)

Input: 状態 x ∈ Ωを入力する。

Step 1. 2つの空列 λ1, λ2を用意する。シミュレーションの終了時刻を T := 1に設定する。

Step 2. 2つの実数乱数 λ1[T − 1], λ2[T − 1]を生成し、それぞれ λ1, λ2の最後尾に加える。すなわち
λ1 = (λ1[0], . . . , λ1[T − 2], λ1[T − 1]), λ1 = (λ2[0], . . . , λ2[T − 2], λ2[T − 1])とする。

Step 3. 数列 λ1と λ2を用いて 2本の CTTFを実行する。

Step 4. coalesceence checkを行う。

(a) λ1と λ2がともに coalesceしていなければ T := T + 1として Step 2に戻る。

(b) λ1とλ2のいずれかが coalesceした場合。coalesceしていない乱数列の添え字を j ∈ {1, 2}
とする。同時の場合は 1/2の確率で jを決める。初期状態 xと数列 λj に対する状態すな
わち ΦT

0 (x,λj)の値を返して終了する。

以上の準備を用いてRead Onceアルゴリズムを以下に記述する。
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アルゴリズム 4

Step 1. プロセス A（*-successful）を実行し、変数 x ∈ Ωに出力された値を代入する。1/2の確率で
次の (a), (b)のいずれかを実行する。

(a) x ∈ Ωを出力しアルゴリズムを終了する。

(b) Step 2に進む。

Step 2. 入力 x ∈ Ωを与えてプロセス B（*-failing）を実行し、変数 x ∈ Ωを出力された値に更新す
る。1/2の確率で次の (a), (b)のいずれかを実行する。

(a) x ∈ Ωを出力しアルゴリズムを終了する。

(b) Step 2にもどる。

定理 A.1 アルゴリズム 4が確率 1で終了するならば、出力された値はマルコフ連鎖Mの定常分布に
厳密に従う。 ¥

アルゴリズム 4によって、次の CFTPアルゴリズムが実現されることになる。

アルゴリズム 5

Step 1. シミュレーションの開始時刻 T = 0と空列 λを用意する。反復回数を i = 1にする。

Step 2. 1本の CTTFを実行し、その coalescence timeを Ti > 0とする。

Step 3. シミュレーションの開始時刻を T := T − Tiとする。一様実数乱数 λ[T ], . . . , λ[T + Ti − 1]を
生成して、λ = (λ[T ], . . . , λ[−1])とする。数列 λを用いてCFTPを時刻 T から 0まで実行す
る。（このとき、1− 1/2i以上の確率でCFTPアルゴリズムは coalesceしていることに注意。）

Step 4. 確率 1/2で、CFTPシミュレーションの時刻 0での値を返し、アルゴリズムを終了する。残
りの場合、i := i + 1として Step 2に戻る。
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付 録B

計算機実験

本章では、提案したCFTPアルゴリズムにおける coalescence timeについて計算機実験を行い、本文
中 3.3節および 4.3節で得られた計算時間の算定の評価を行う。第 2章の 2.2節で示したように、CFTP
の coalescence timeと CTTFの coalescence timeは同一の分布に従う。一方、CFTPの coalescence
timeの厳密な算定には coalescence timeの 2乗のオーダーの計算時間がかかるのに対して、CTTFの
場合、線形オーダーの計算時間で計算可能である。このことは定理 3.6および定理 4.5に反しないこと
に注意が必要である。
以上のことを踏まえて、提案した単調マルコフ連鎖に対して CTTFを行い、coalescence timeにつ
いて計算機実験を行った。計算機実験の環境は以下のとおりである。

CPU Pentium 4 1.7GHz
メモリ 512MB
OS Windows XP Professional
開発環境 Visual C++ 6.0

以下、実験では各インスタンスに対し 10,000回の試行を行い、coalescence timeの平均値をとった。
また、乱数の生成にはMersenne Twister（[34]）を使用した。

B.1 2行分割表のCoalescence Time

この節では 2行分割表のパーフェクトサンプリング法に関する実験について述べる。まず、条件 3.1
の必要性を確認するために、多項式性を損なうと考えられるケースについて実験を行った。次の実
験では列和の順番のみが異なる 2つの場合について実験を行った。1つは行和 r = (500, 500)と列和
s = (500, 1, 1, 498)の分割表の集合で、もう 1つは条件3.1を満たすように並び替えた行和r = (500, 500)
と列和 s = (500, 498, 1, 1)の分割表の集合である。明らかにこの 2つの分割表集合は同等である。次
の表 B.1はこの問題に対して実験を行ったものである。この実験の結果は条件 3.1が計算時間の多項
式性において本質的な条件であることを示唆する。

表 B.1. 特殊データに対する coalescence timeの平均値。データの単位は回。

列和ベクトル s （条件 3.1） 平均推移回数

(500, 1, 1, 498) （満たさない） 2105440.8000
(500, 498, 1, 1) （満たす） 21.1924
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次に列数 n（n:偶数）で、行和 r = (n/2, n/2)と列和 s = (1, 1, . . . , 1)を持つ分割表の集合について
実験を行った。この場合、分割表の合計値 N はN = nとなるため、期待値の理論上限は O(n3 lnn)
である。この条件で coalescence timeの理論的期待値について計算機実験を行った。表 B.2はその結
果である。また図 B.1は表 B.2の結果をグラフにしたものである。

表 B.2. 列数 nと coalescence timeの関係。データは coalescence timeの平均値で、単位は回。

列数 n 平均推移回数

n = 10 455.2997
n = 20 4779.2388
n = 30 18530.1556
n = 40 47493.0267
n = 50 98986.6891
n = 60 179504.2158
n = 70 294804.5399
n = 80 454908.1312
n = 90 665046.3705
n = 100 929777.5032

103

104

105

106

10 30 50 70 100

E[T∗]

列数 n

s = (1, . . . , 1), N = n

¦

¦

¦

¦
¦

¦
¦

¦
¦ ¦

図 B.1. 列数 nと平均 coalescence time E[T∗]のグラフ。
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次に表の合計値N と coalescence timeに関する実験を行った。この実験で用いた問題は表の合計値
がN、行和が (N/2, N/2)、列和が (N/10, N/10, . . . , N/10) である。表 B.3はその結果である。また
図 B.2は表 B.3の結果をグラフにしたものである。

表 B.3. 表の合計値N と coalescence timeの関係。データは coalescence timeの平均値で、単位は回。

合計値N 平均推移回数

N = 10 455.2997
N = 30 635.7263
N = 100 846.1706
N = 300 1036.0252
N = 103 1240.2445
N = 104 1637.4041
N = 105 2033.1881
N = 106 2428.0224
N = 107 2825.2828
N = 108 3218.1437
N = 109 3610.3090
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図 B.2. 表の合計値N と平均 coalescence time E[T∗]のグラフ。
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最後に、さまざまな分割表の列数 nおよび合計値N に対して、行和と列和をランダムに生成したイ
ンスタンスを用意して実験を行った。表 B.4はこの結果をまとめたものである。表の値は、各インス
タンスに対して 10,000回の試行を行い、coalescence timeの平均値を取ったものである。また、括弧
内はRead Onceアルゴリズム（付録A参照）を実行し、10,000サンプルを得るのに要した時間で、単
位は秒である。

表 B.4. ランダムデータに対する coalescence timeの平均値。データは coalescence timeの平均値で、
単位は回。（括弧内は実際に 10,000サンプルを得るのに必要な時間で、単位は秒。）

合計値N

N = 103 N = 104 N = 105

n = 10 1157.3895 1599.8796 1767.7371
(48.593) (67.187) (73.734)

n = 15 4265.5681 5016.5844 5908.3854
(176.859) (209.718) (244.156)

n = 20 9642.4697 13473.2172 14444.6369
(395.515) (565.171) (598.109)

列数 n n = 25 16007.2848 26803.3977 21964.875
(675.921) (1115.031) (911.328)

n = 30 27739.6633 44529.6742 46197.3365
(1166.672) (1858.515) (1938.984)

n = 40 77620.9302 85036.9358 106695.5401
(3282.718) (3614.562) (4425.656)

n = 50 161168.3618 141916.2711 233225.26320
(6764.234) (5988.828) (9865.125)
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B.2 離散化Dirichlet分布のCoalescence Time

この節では離散化 Dirichlet分布に従うパーフェクトサンプリング法に関する実験について述べる。
まず、離散化幅と coalescence timeの関係について調べた。Dirichlet次元 n = 10、Dirichletパラメー
タを (0.5, . . . , 0.5) に設定し実験を行った。表B.5はその結果である。また図B.3は表B.5の結果をグ
ラフにしたものである。

表 B.5. 離散化サイズ∆と coalescence timeの関係。データは coalescence timeの平均値で、単位は回。

離散化幅∆ 平均推移回数

∆ = 100 972.3839
∆ = 200 1089.5130
∆ = 300 1154.8049
∆ = 400 1199.7975
∆ = 500 1234.1825
∆ = 600 1264.9268
∆ = 700 1288.4943
∆ = 800 1308.7422
∆ = 900 1331.0509
∆ = 1000 1346.4733
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図 B.3. 離散化幅∆と平均 coalescence time E[T∗]のグラフ。

41



最後にDirichlet次元nとcoalescence timeの関係について調べた。Dirichletパラメータを (0.5, . . . , 0.5)、
離散化幅を∆ = 400に設定し実験を行った。表B.6はその結果である。また図B.4は表 B.6の結果を
グラフにしたものである。

表 B.6. Dirichlet次元nと coalescence timeの関係。データは coalescence timeの平均値で、単位は回。

列数 n 平均推移回数

n = 10 1199.7975
n = 15 4334.8648
n = 20 10630.1277
n = 30 36776.8255
n = 40 88167.1974
n = 50 173121.9811
n = 60 299131.3983
n = 70 475907.4327
n = 80 707257.5348
n = 90 1002441.1870
n = 100 1382016.3669
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図 B.4. Dirichlet次元 nと平均 coalescence time E[T∗]のグラフ。
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